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      À mes étudiants du DESS IMOI et des maîtrises MIAGE, MIME et MAF
    

    Introduction

    
      La théorie des graphes est présentée dans ce livre d’une manière abstraite, 
      sans une seule figure
      , même pour un réseau de Petri.
    

    
      Quatre lignes sont suffisantes pour entrer un graphe valué dans l’ordinateur : une pour les arcs, une pour leurs extrémités initiales, une pour leurs extrémités terminales et une pour leurs valeurs.
    

    
      Il n’est pas nécessaire de visualiser un graphe par son 
      diagramme sagittal
      , où chaque sommet est visualisé par un point (ou un cercle) et chaque arc par une ligne fléchée vers son extrémité terminale, pour indiquer son orientation.
    

    Par contre, dans la résolutions des problèmes concrets d’optimisation, donnés souvent par des diagrammes sagittaux, que l’ordinateur ne lit pas, il faut les modéliser sous forme de graphes abstraits afin de pouvoir les traiter.

    Les graphes ne sont pas étudiés dans leur plus grande généralité ; ainsi, l’ensemble des sommets et celui des arcs sont supposés finis, dès le départ.

    Par contre, un arc n’est pas considéré comme un couple de sommets, ce qui permet d’élaborer la théorie des poly-graphes.

    Nous ne définissons pas non plus, l’ensemble des arcs comme une famille de couples de sommets, comme dans [1], car on ne définit pas une application dont l’ensemble de départ est une famille.

    Les trois premiers chapitres A, B et C sont consacrés à la théorie abstraite des graphes ; les cinq derniers chapitres sont consacrés aux problèmes concrets d’optimisation. Pour comprendre le chapitre D, il suffit de lire le chapitre A ; pour comprendre le chapitre E, il suffit de lire le chapitre B.

    Les problèmes concrets d’optimisation étudiés sont limités à l’essentiel : chemins optimaux et ordonnancement du type conjonctif, forêts recouvrantes optimales, flots compatibles et optimaux, affectation, transports et distributions optimaux, optimisation par ramification et contrôle.

    Les réseaux de Petri sont étudiés à l’aide de puissants concepts ainsi introduits, surtout de la matrice d’incidence

    Chapitre 1. Graphes, chemins et chaînes

    
      
      I. Notions fondamentales

    1. Sommets, arcs et orientation

    On appelle graphe (ou parfois poly-graphe) tout triplet G = (I, U, ), où I est un ensemble fini non vide, appelé ensemble des sommets, U est un ensemble fini (vide ou non), appelé ensemble des arcs et où  est une application de U dans I  I, appelée orientation. Si l’application  est injective, alors G se nomme 1-graphe (ou mono-graphe). Dans un mono-graphe, chaque arc u est souvent identifié au couple (u).

    Pour tout uU, le couple (u) s’appelle l’orientation de l’arc u ou le couple d’extrémités de l’arc u, la composante de gauche de ce couple se nomme l’extrémité initiale de u et se note ’(u), la composante de droite se nomme l’extrémité terminale de u et se note ’’(u). Si ’(u) = ’’(u), alors u est appelé une boucle passant par ’(u).

    Un arc v est dit consécutif à un arc u si ’’(u) = ’(v).

    2. Successeurs, prédécesseurs, voisins et adjacents

    Soit i un sommet. Un sommet j est appelé successeur de i s’il existe un arc u tel que (u) = (i, j) ; le sommet j est appelé prédécesseur de i s’il existe un arc v tel que (v) = (j, i) ;

    L’ensemble des successeurs du sommet i sera noté S(i), l’ensemble des prédécesseurs de i sera notéS(i) ou S(i). On appelle voisin de i tout successeur ou prédécesseur de i , adjacent de i tout voisin de i, et différent de i. Tout sommet sans voisins est dit isolé. Tout sommet ayant un adjacent et un seul se nomme un sommet pendant (ou une feuille).

    
      La famille S = (S(i), iI) se nomme le 
      dictionnaire des
       
      successeurs
       dans G. Un mono-graphe G est connu si S l’est.
    

    
      Un mono-graphe est dit 
      symétrique
       si  i  I : S(i) =S(i).
    

    
      Un mono-graphe est dit 
      pur
       pour tout i  I : S(i) S(i) =  
    

    
      Un mono-graphe est dit 
      anti-symétrique
       si pour tout i  I : S(i) S(i)  { i }.
    

    
      On peut présenter cette famille S sous la forme d’une matrice S appelée 
      matrice booléenne
       de G, et est donnée par : 
      
      (i , j )II : S(i , j) = 1 si jS(i), S(i , j) = 0 si jS(i).
    

    
      Un mono-graphe G est 
      symétrique
       si sa matrice booléenne l’est : S* = S , où S* est la matrice 
      transposée
       de la matrice S.
    

    3. Cocycles et matrice d’incidence

    
      Pour toute partie J de I, on pose
    

    
      
      +
      (J) = {u  U | ’(u)  J et ”(u)  J} = 
      +
      (U, J),
    

    
      
      
      (J) = {u  U | ’(u)  J et ”(u)  J} = 
      
      (U, J),
    

    
      (J) = 
      (
      
      +
      (J), 
      
      (J)
      )
      , supp (J) = 
      +
      (J)  
      
      (J),
    

    
      supp (J) est nommé le support du 
      cocycle
       (J) associé à J.
    

    
      Si la partie J se réduit à un seul élément i, alors le cocycle associé est dit un 
      cocycle
       
      élémentaire
       dans G et se note (i) ; on pose
    

    
      d
      
      (i) = card 
      
      (i), d
      +
      (i) = card 
      +
      (i), d(i) = d
      
      (i) + d
      +
      (i) + 2 fois le nombre de boucles passant par i.
    

    
      Si d(i)  3, alors le sommet i se nomme un 
      nœud 
      de G .
    

    
      Pour tout (i, u)  I  U, on pose :
    

    
      A(i,u) = 0 si u  supp (i), A(i,u) = 1 si u  
      +
      (i), A(i,u) =  1 si u  
      
      (i),
    

    
      ce qui définit une matrice A, appelée 
      matrice d’incidence
       (aux arcs) de G. Elle sera utilisée au chapitre C.
    

    
      Si G est un mono-graphe 
      pur
      , une 
      matrice d’incidence
       
      aux sommets
       INC, indexée par I  I, est donnée par INC(i, j) = 1 si j  S(i), INC(i, j) = – 1 si j  
      S
      (i), INC(i, j) = 0 si j n’est pas voisin de i.
    

    
      La matrice INC est 
      antisymétrique
      , donc (INC)* = – INC.
    

    4. Graphes de Petri marqués

    
      a) Un mono-graphe G est dit 
      graphe de Petri
       s’il existe une 
      unique
       partition {J, K} de I telle que :
    

    
      (i) pour chaque j  J, tout voisin de j appartienne à K,
    

    
      (ii) pour chaque k  K, tout voisin de k appartienne à J.
    

    
      Il est alors 
      sans boucles
       et 
      sans sommets isolés
      .
    

    
      b) Un graphe de Petri est dit 
      marqué
       si un marquage initial M
      o
       est donné : M
      o
       est une famille (M
      o
      (j), j  J) d’entiers naturels ; J sera dit l’ensemble des 
      places
      , K l’ensemble des 
      transitions
      . Ce graphe est dit 
      d’états
       si pour tout k  K : d
      +
      (k) = d
      
      (k) = 1, 
      d’événements 
      si pour tout j  J : d
      +
      (j) = d
      
      (j) = 1.
    

    
      Désormais, le graphe sera supposé 
      pur 
      (cf. fin de §2).
    

    
      c) La restriction de la matrice d’incidence INC de G à KJ est notée Inc et est nommée 
      matrice d’incidence réduite 
      : Inc(k,j) = 1 si j  S(k), = 1 si j 
      S
       (k), = 0 si j n’est pas voisin de k.
    

    
      d) Soit k  K une transition (ou un transit) donnée. Elle est dit 
      franchissable
       si l’on a M
      o
       + Inc (k , 
      .
      )  0. 
      Une fois cette transition k franchie
      , le nouveau marquage est M
      o
       + Inc (k , 
      .
      ).
    

    
      e) Les réseaux de Petri seront étudiés au chapitre D (§ I.2).
    

    
      Nota.
       Sur un diagramme sagittal, 
      chaque place est visualisée par un 
      cercle
       et chaque transition par un 
      trait épais
      .
    

    Dans les publications concernant les réseaux de Petri, les auteurs utilisent la matrice S (au lieu de INC), ce qui les oblige à introduire les matrices Pré et Post (complications inutiles).

    5. Graphes déduits d’un graphe G = (I, U, ) donné

    
      a) 
      Graphe partiel
      . Soit V une partie de U ; on appelle 
      graphe partiel
       de G, défini par V, le graphe
    

    
      G(V) = (I, V, |
      V
      ), où |
      V 
      désigne la restriction de l’application  à (V, I  I).
    

    
      b) 
      Sous-graphe
      . Soit J   une partie de I ; posons U
      J
       = {u U |  (u)  J  J} ; notons |
      J
       la restriction de l’application  à (U
      J 
      , J  J) ; on appelle 
      sous-graphe
       de G, engendré par J, le graphe G(J) = (J, U
      J 
      , |
      J
      ).
    

    
      c) 
      Orientation opposée
      . L’
      orientation opposée 
       de  est définie pour tout u  U par 
      
       (u) = 
      (
      ’’(u), ’(u)
      )
      . Avec 
      
      , la symétrie ou l’anti-symétrie d’un mono-graphe G se caractérise ainsi : G est 
      symétrique
       si pour tout uU, il existe vU tel que 
      
      (v)= (u), G est 
      anti-symétrique
       si, pour uU, il n’existe pas d’arc v  u tel que 
      
       (v) = (u).
    

    
      d) 
      Graphe opposé
      . C’est le graphe 
      G
       = ( I, U, 
      
       ). 
    

    
      Plus généralement, soit V une partie de U ; on appelle graphe déduit de
       
      G
       
      en inversant l’orientation dans 
      V 
      le
       
      graphe G (
      V
      ) = (I, U, 
      
      V
      ), où 
      
      V
       est défini par 
      
      V
       = 
      
       
      sur V, 
      
      V
       =  sur U\V.
    

    
      Remarque
      . 
      G
       , 
      
       , G(
      V
      ) se notent aussiG , , G(V ).
    

    
      
      II. Chemins et circuits

    1 Définitions

    Soit  = (u1, u2,…, uk) une séquence non vide d’arcs. On dit que  est un chemin si k = 1 ou tout arc de  est consécutif (cf. § I.1) à l’arc qui le précède. L’ensemble { u1 , … , uk } se nomme le support du chemin  et se note supp . On dit que le chemin  passe par les arcs u1 ,…, uk et par les extrémités de ces arcs, et va de ’(u1) vers (ou à) ’’(uk). Le sommet ’(u1) se note ’() et se nomme l’extrémité initiale du chemin  ; le sommet ’’(uk) s’appelle l’extrémité terminale du chemin  et se note ’’(). Un chemin  est dit fermé, ou  est un circuit, si ’() = ’’(). Ainsi une boucle est un circuit particulier.

    
      Un sommet r est dit 
      racine 
      de G si, pour tout i  r, il existe un chemin allant de r vers i.
    

    
      Autre définition de chemin
      . Soit k  2 ; une séquence de sommets (i
      1
      , …, i
      k
      ) est nommé un chemin si chaque sommet de la séquence est 
      successeur 
      de celui qui le précède. Cette définition est utilisée dans [6] pour obtenir une technique permettant de terminer les grilles infernales de Sudoku.
    

    2. Opérations sur les chemins

    
      Soit  = (u
      1
      ,…, u
      k
      ) un chemin dans le graphe G ; alors la séquence opposée  = 
      
       = (u
      k
      , …, u
      1
      ) 
      est un chemin dans le
       
      graphe opposé
       
      G
      , nommé 
      chemin opposé
       du chemin .
    

    
      Soient  = (u
      1
      , …, u
      k
      ) et ’ = (v
      1
      , …, v
      h
      ) deux séquences d’arcs. Par définition, le 
      concaténé
         ’du couple (, ’) est la séquence (u
      1 
      ,…, u
      k 
      , v
      1 
      ,…, v
      h
      ) ; 
      si
        et ’ 
      sont deux chemins et si
       ’’() = ’(’), 
      alors
         ’
      est un chemin
      .
    

    3. Chemins élémentaires, simples, eulériens

    
      Un chemin  est dit 
      élémentaire
       s’il n’existe pas de sous-chemin fermé  de  et distinct de .
    

    
      De tout chemin, on peut extraire un chemin élémentaire allant de son extrémité initiale vers son extrémité terminale ; il suffit d’enlever tout sous-chemin fermé.
    

    
      Un chemin est dit 
      simple
       si ses arcs sont tous distincts.
    

    
      Un chemin est dit 
      eulérien 
      s’il est simple et s’il passe par tous les arcs du graphe. 
      Dans un graphe possédant un chemin eulérien 
      fermé
      , le degré intérieur de tout sommet est égal à son
       
      degré extérieur ; si le chemin eulérien
       
      n’est pas fermé
      , 
      alors cette propriété n’est plus vraie pour ses deux extrémités.
    

    4. Théorème de construction de circuits

    
      Soit 
      G = (I, U, )
       un graphe ayant au moins un arc et tel que tout arc possède un arc consécutif
       
      ; alors on peut exhiber un circuit dans 
      G
      .
    

    
      Preuve
      . Soit u
      1
       un arc de G, u
      2 
      un arc consécutif de u
      1
      , …
    

    
      Comme U est fini, il existe des entiers h et k avec h < k tels que u
      h
       = u
      k
      . Alors (u
      h 
      ,…,u
      k-1
      ) est un circuit dans G.
    

    
      Corollaire a
      . 
      Tout chemin élémentaire 
       
      est simple
      .
    

    
      Sinon, on pourrait exhiber un sous-circuit    de .
    

    
      Corollaire b
      . 
      Dans un graphe sans circuits, il existe au moins un sommet sans successeurs, dit 
      sommet terminal.
    

    Sinon, on pourrait exhiber un circuit dans le graphe.

    
      Corollaire c
      . 
      Dans un graphe sans circuits, il existe au moins un sommet sans prédécesseurs.
    

    
      En effet un prédécesseur dans G est un successeur dans 
      G.
    

    
      
      III. Chaînes et cycles

    1. Chaînes et chaînes remarquables

    
      Soit  = (u
      1
      , …, u
      k
      ) une séquence non vide d’arcs. On dit que cette séquence est une 
      chaîne
       dans G si, 
      en
       
      inversant
       
      l’orientation de certains arcs de
       , 
      quand il le faut
      ,  devient
       un chemin
       
      dans
       le nouveau graphe. L’extrémité initiale de u
      1
       s’appelle l’extrémité initiale de la chaîne et se note ’() ; l’extrémité terminale de u
      k
       s’appelle l’extrémité terminale de la chaîne et se note ’’() ; on dit que  
      relie
       ’() à ’’().
    

    
      Si le chemin obtenu est fermé (resp. élémentaire, simple, eulérien), alors la 
      chaîne sera dite
       
      fermée
      (resp. 
      élémentaire
      , 
      simple
      , 
      eulérienne
      ). Ici, un arc se nomme aussi une 
      arête
      .
    

    
      Une chaîne fermée se nomme aussi un 
      cycle
      .
    

    
      Dans un graphe ayant une chaîne eulérienne 
      fermée
      , le 
      degré 
      de tout sommet est 
      pair 
      ; 
      si la chaîne eulérienne
       
      n’est
       
      pas fermée
      , cette propriété est vraie pour tout sommet, 
      sauf 
      pour les deux
       
      extrémités de la chaîne eulérienne
       
      non fermée
      .
    

    
      Remarque
      . Les chaînes élémentaires sont utilisées dans [6] , où une arête est appelée un segment.
    

    
      Un arc de  dont l’orientation est inversée est dit 
      orienté dans le
       
      sens rétrograde 
      ; l’ensemble de tels arcs sera noté 
      
      . L’ensemble des autres arcs de  (dont l’orientation est conservée), dits 
      orientés dans le
       
      sens direct
      , sera noté 
      +
      .
    

    2. Opérations sur les chaînes

    
      La 
      séquence opposée
       
      
       d’une chaîne  dans G 
      est une
       
      chaîne dans
       G, car elle est un chemin dans le graphe déduit du graphe G en inversant l’orientation dans 
       +
      . 
    

    
      Théorème relatif à la concaténation des chaînes
      .
    

    
      Soient 
      i, j et k
       des sommet, 
       
      une chaîne reliant 
      i
       à 
      j 
      , 
      ’ 
      une 
      autre
       chaîne reliant 
      j
       à 
      k
    

    
      a)
       
      Si  
      et 
      ’ 
      sont sans arcs communs, alors 
        ’
       est une chaîne reliant 
      i 
      à 
      k
      .
    

    
      Car, dans le graphe déduit de G en inversant l’orientation dans 
       
       ’
      
      , les séquences  et ’ sont des chemins.
    

    
      b) 
      Si
       
      i  k
      , alors de la séquence 
        ’
      , on peut extraire une chaîne reliant 
      i 
      à
       k.
    

    
      En effet, soit s le dernier sommet de ’rencontré sur . Désignons par  une sous-chaîne de  reliant i à s, et par ’ une sous-chaîne de ’ reliant s à k. Comme  et ’ sont sans arcs communs, la séquence   ’ est une chaîne reliant i à k.
    

    
      c)
       
      Si i = k, et si 
      
        ’, 
      alors on peut extraire un cycle de la séquence 
        ’
      .
    

    
      Relions j à i par 
      
       et par ’ ; soit s le premier sommet à partir duquel l’arc utilisé sur 
      
       est différent de celui utilisé sur ’ ; juste après s , soit r le premier sommet se trouvant sur ’ et 
      
       ; notons  une sous-chaîne de  reliant r à s et ’ une sous-chaîne de ’ reliant s à r ; alors   ’ est un cycle.
    

    3. Théorème de construction de cycles

    
      Soit 
      G = (I, U, )
       un graphe ayant au moins un arc et au plus un sommet pendant. Alors, 
      G
       possède au moins un cycle
      .
    

    
      Preuve
      .
    

    Examinons le cas non trivial où G est sans boucles. Soit u1 un arc quelconque si G ne possède aucun sommet pendant et un arc dont une extrémité est le sommet pendant a si G en possède un . En inversant s’il le faut l’orientation de u, on peut toujours supposer que a = ’(u1). Notons b = ’’(u1).

    
      Comme G est sans boucles : b  a ; donc b n’est pas pendant. Soit u
      2
       un arc dont b est l’une des extrémités, qu’on peut supposer initiale, en inversant s’il le faut l’orientation de u
      2 
      ; ainsi u
      2 
      est consécutif à u
      1
      . En continuant comme à la preuve du théorème de construction de circuits II.4 , on arrive à exhiber un cycle dans G.
    

    
      Corollaire...
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