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Introduction

Mystérieuse expression qui revient fréquemment dans les propos des artistes et des poètes, grandeur arithmétique authentique, le nombre d’or renferme-t-il, comme le croient certains, la clef de la connaissance ? Tiendrait-il en outre sous sa dépendance toute œuvre d’art digne de ce titre ?

A l’intention de tous ceux que le nombre d’or séduit ou plus simplement intrigue – et ils sont légion –, nous nous proposons de présenter, dans les limites d’un ouvrage court, un ensemble de faits positifs. Notre ambition – sera-t-elle réalisée ? – est d’écrire un ouvrage d’un caractère scientifique, ce qui ne signifie pas que nous nous bornerons aux propriétés mathématiques du nombre d’or. Une partie importante de notre exposé sera consacrée aux idées qui « gravitent » autour du nombre d’or, ainsi qu’aux applications qu’on en fait ou qu’on est susceptible d’en faire. Mais à cette occasion, nous nous efforcerons de nous tenir dans une attitude d’objectivité qui pourra surprendre, s’agissant d’un thème qui suscite fréquemment – l’expérience le montre – des comportements passionnés, pour ne pas dire passionnels.

Nous continuerons cette introduction par quelques réflexions qui nous sont venues à l’esprit au cours de la rédaction et qui portent sur la présentation de l’ouvrage. Nous nous sommes aperçu en particulier qu’il était difficile de contenter pleinement un lecteur donné alors que le présent ouvrage s’adresse à une grande variété de lecteurs. Beaucoup d’entre eux sont avant tout curieux d’idées générales appuyées sur des exemples simples, plutôt que de détails trop techniques. Cette circonstance ne doit pas nous inciter à l’oubli d’autres lecteurs mieux informés ou plus spécialisés. Nous en avons toutefois tiré certaines conséquences.

C’est ainsi que dans la première partie–« Qu’est-ce que le nombre d’or ? » – nous avons introduit l’essentiel des faits mathématiques suffisants pour permettre de comprendre la place que le nombre d’or tient dans la nature et dans l’art.

Mais il nous fallait compter avec les lecteurs mathématiciens et, plus généralement, curieux des « choses » mathématiques. A leur intention, dans une deuxième partie intitulée « Le nombre d’or, être mathématique », nous nous sommes étendu assez longuement – la matière ne manquait pas – sur les caractères qui font du nombre d’or, suivant l’expression de l’astronome Képler, un « joyau de la géométrie » (on pourrait ajouter « de l’arithmétique et de l’algèbre »).

D’un autre côté, reconnaissons que dans les quelques analyses d’œuvres d’art données à titre d’exemple, nous n’avons pu éviter qu’elles n’apparaissent comme une illustration un peu austère – bien qu’elle ne puisse rebuter, à notre avis, les esthéticiens et artistes – de la géométrie du nombre d’or. Nous n’avons pas voulu tomber, ce qui eût été facile, dans un verbiage sans consistance.

Au total, nous espérons que ce petit livre pourra être utile. A ceux qui nous reprocheraient de détruire les rêveries séduisantes auxquelles se prête si aisément le thème du nombre d’or, nous répondrions que ce thème renferme suffisamment d’énigmes pour que nous ne puissions avoir la prétention de les dissiper, nous efforçant toutefois de les faire sortir du vague stérile où elles demeurent fréquemment.




PARTIE 1

Qu’est-ce que le nombre d’or ?





Chapitre I

Il y a nombre d’or et nombre d’or

Jusqu’à une époque relativement récente, le Petit Larousse donnait la définition suivante du nombre d’or :

« Cycle lunaire de 19 ans. »

Les dernières éditions donnent cette autre définition :

« Nombre égal à [image: e9782130611493_i0001.jpg], soit environ 1,618, correspondant à une proportion considérée comme particulièrement esthétique. »

L’expression nombre d’or sert donc à désigner à la fois deux grandeurs foncièrement différentes :


	– une grandeur physique (plus précisément astronomique) ;

	– une grandeur purement arithmétique (à laquelle on attribue certaines propriétés esthétiques).


Au début du présent ouvrage, il importe de bien distinguer ces deux grandeurs, afin d’éviter toute équivoque à ce sujet.

I. – Le nombre d’or des astronomes

On attribue à l’astronome grec Méton (il vivait au Ve siècle avant J.-C.) une découverte essentielle : si l’on considère une période de dix-neuf années, il y entre un nombre entier de lunaisons (soit – avec une très grande approximation – deux cent trente-cinq). Il en résulte que, tous les dix-neuf ans, les phases de la Lune reviennent aux mêmes dates (par rapport au mouvement de la Terre autour du Soleil). On conçoit l’importance d’une telle découverte qui a servi de fait à perfectionner le calendrier et qui, corrélativement, fut utilisée par la suite dans le comput ecclésiastique1.

Cette période de dix-neuf années est devenue célèbre sous le nom de cycle de Méton. Elle se rattache à notre sujet. En effet, suivant la légende, c’est en 453 avant J.-C. qu’elle fut rendue publique, à l’occasion de Jeux olympiques. Elle suscita un tel émerveillement que les Athéniens prirent la décision de faire graver en lettres d’or le cycle de Méton sur les colonnes d’un temple de Minerve. Le rang d’une année quelconque du cycle fut alors le nombre d’or de l’année considérée. Par la suite, la désignation de nombre d’or fut attribuée à la période de dix-neuf années elle-même.

Sauf indications particulières, nous n’en dirons pas davantage, dans la suite de cet ouvrage, sur le nombre d’or des astronomes.


II. – Le nombre d’or des mathématiciens : données essentielles

Il s’agit d’un nombre irrationnel dont la valeur exacte est égale à [image: e9782130611493_i0002.jpg]. Dans la deuxième partie du présent ouvrage, nous nous étendrons sur les propriétés mathématiques variées du nombre en question.

Nous croyons toutefois opportun de présenter dès à présent – pour une meilleure compréhension des généralités qui vont suivre – quelques-unes des propriétés du nombre d’or, choisies parmi les plus parlantes ou « voyantes ». Soulignons que chacune de ces propriétés étant spécifique, peut servir de définition. C’est dire également qu’elles peuvent se déduire les unes des autres par des raisonnements rigoureux.

Précisons encore que, pour nous conformer à un usage récent, nous désignerons le nombre d’or par la lettre grecque Φ (phi) – allusion au célèbre sculpteur Phidias – et nous écrirons ainsi :

[image: e9782130611493_i0003.jpg]




1. Division d’un segment de droite en moyenne et extrême raison. – Il s’agit d’un problème classique.

Considérons un segment de droite AB et proposons-nous de déterminer un point M, situé entre A et B, et tel que :



	[1]
[image: e9782130611493_i0004.jpg]



relation que l’on transforme aisément, par un calcul élémentaire, en :



	[2]
[image: e9782130611493_i0005.jpg]




De cette dernière expression, on tire (fig. 1) une construction qui figurait « autrefois » dans les ouvrages scolaires de géométrie élémentaire.

Menons le segment de droite BC, perpendiculaire à AB et de longueur BC = AB. Traçons le cercle de diamètre BC et de centre O, ainsi que la droite passant par A et O, qui coupe le cercle en question aux points M’et N’. On sait que :


[image: e9782130611493_i0006.jpg]
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Fig. 1.



 



ou encore, puisque M’N’= BC = AB :


[image: e9782130611493_i0008.jpg]


Si l’on rapproche cette dernière expression de l’expression [2], on en déduit que : AM = AM’.

Pour obtenir le point M cherché, il suffit de porter sur AB, à partir de A, une longueur égale à AM’. Le point M se trouve parfaitement défini par le rapport AB/AM et le calcul (voir 3. Équation donnant le nombre d’or) montre que ce rapport n’est autre que le nombre d’or.

Reportons à partir de A, sur le segment AB et son prolongement vers la droite, une longueur AN égale à AN’. On vérifie aisément que :

[image: e9782130611493_i0009.jpg]


En langage ordinaire, cela veut dire que le point B divise le segment AN en moyenne et extrême raison (de même que M divise le segment AB en moyenne et extrême raison).

Insistons sur la double propriété remarquable de la division représentée par le nombre Φ, telle qu’elle ressort des relations entre les trois segments AB, AM et MB :


1° AB = AM + MB.

L’un des segments est la somme des deux autres.

2° La condition [1] s’écrit également :


[image: e9782130611493_i0010.jpg]



La longueur de l’un des segments est la moyenne géométrique des longueurs des deux autres.

Cette double propriété est spécifique du nombre d’or.

Remarquons encore que les quatre segments MB, AM, AB et AN, pris dans cet ordre, ont des longueurs qui forment une progression géométrique croissante de raison égale à Φ.




2. Décagones et pentagones réguliers. – Nous procéderons dans la deuxième partie – chapitre Ier – à une étude détaillée des polygones considérés. Bornons-nous dans l’immédiat à indiquer comment leurs structures respectives sont « commandées » par le nombre d’or.

[image: e9782130611493_i0011.jpg]

Fig. 2.



La figure 2 représente un décagone régulier convexe (de côté AB) et un décagone régulier étoilé (de côté AC) inscrits dans le même cercle de centre O.

On démontre (supra) que :


[image: e9782130611493_i0012.jpg]


En langage ordinaire, on dira que le nombre d’or est le rapport du côté du décagone étoilé au rayon du cercle circonscrit, ou encore le rapport du rayon du cercle au côté du décagone convexe inscrit.

Quant à la figure 3, elle représente un pentagone régulier convexe (de côté AB) et un pentagone régulier étoilé (de côté AC) inscrits dans le même cercle.

On démontre (supra) que :


[image: e9782130611493_i0013.jpg]


c’est-à-dire que le rapport du côté du pentagone étoilé (ou de la diagonale du pentagone convexe) au côté du pentagone convexe, est égal au nombre d’or.

[image: e9782130611493_i0014.jpg]

Fig. 3.






3. Équation donnant le nombre d’or. – Le nombre d’or Φ se calcule aisément à partir de l’expression [2].

Posons :


[image: e9782130611493_i0015.jpg]


D’où :


[image: e9782130611493_i0016.jpg]

et, a s’éliminant du calcul :


[3]


[image: e9782130611493_i0017.jpg]


 



Cette équation a deux racines de signes contraires.

Celle qui correspondant au point M – la racine positive – a pour valeur :

[image: e9782130611493_i0018.jpg]


C’est la valeur indiquée précédemment.

La deuxième racine de [3] a pour valeur :


[image: e9782130611493_i0019.jpg]


Cette racine correspond, au signe près, au point N de la figure 1, lorsqu’on le définit à partir du segment AB, puisque [image: e9782130611493_i0020.jpg]




4. Valeurs numériques de Φ en écriture décimale. – En partant de l’expression rigoureuse :


[image: e9782130611493_i0021.jpg]


on peut calculer des valeurs décimales de Φ plus ou moins approchées, commodes en pratique.

Les plus couramment utilisées sont les suivantes :





	1,61803
	(le chiffre 3 est exact à une unité près) ;


	1,618
	(valeur exacte à 1/50 000 près en valeur relative) ;


	1,62
	(valeur exacte à 1/800 près en valeur relative) ;


	[image: e9782130611493_i0023.jpg]
	(valeur exacte à 1/80 près en valeur relative, c’est-à-dire environ 1 %).








Chapitre II

Aperçu historique

Les différentes publications (livres ou articles) où il est question du nombre d’or renferment, en ce qui concerne l’histoire de ce nombre, une foule d’indications sûres et précises, d’autres qui sont seulement probables. Il s’y trouve aussi parfois des hypothèses plus ou moins gratuites, lesquelles traduisent surtout les opinions personnelles de l’auteur. Une référence spéciale doit être faite à l’ouvrage de Paul-Henri Michel, De Pythagore à Euclide, où le lecteur pourra trouver, notamment à l’intérieur d’un chapitre intitulé « Le nombre d’or », une riche variété de faits dûment établis, analysés avec rigueur et objectivité.

On se bornera ci-après à un bref aperçu.


I. – Le nombre d’or avant les Grecs


On n’a aucune peine à admettre que la découverte empirique du nombre d’or remonte à l’antiquité la plus reculée, probablement aux époques préhistoriques, que la connaissance des propriétés de ce nombre, enrichie d’éléments nouveaux au cours des temps, n’a pas subi d’interruption jusqu’à notre époque.

Nos ancêtres ont certainement su de bonne heure tracer un cercle et le diviser en deux, trois, quatre, cinq… tronçons égaux, usant de procédés empiriques, quoique suffisamment précis eu égard à leurs problèmes pratiques.

En ce qui concerne la division par cinq, elle a pu leur être suggérée par la grande variété de fleurs à cinq pétales régulièrement répartis, que l’on rencontre dans la nature. Il n’est pas impossible d’autre part qu’ils aient attribué une importance privilégiée à cette division, ainsi d’ailleurs qu’à la division par dix, du fait que l’homme possède dix doigts répartis en deux mains de cinq doigts.

Ayant appris à diviser la circonférence de cercle en cinq ou dix arcs égaux, ils en vinrent tout naturellement à construire les pentagones et décagones réguliers, convexes ou étoilés. Dès lors, ils avaient sous les yeux le nombre d’or. A partir de cette donnée, on peut supposer qu’un certain nombre de propriétés géométriques du nombre d’or furent mises en évidence expérimentalement, bien avant que les Grecs n’aient conféré la rigueur mathématique à la notion de nombre d’or.

Ces considérations s’appuient sur de sérieuses présomptions (les preuves irréfutables, consistan-en textes écrits traitant des propriétés du nombre d’or, n’apparaîtront qu’avec les Grecs). Les présomptions consistent en la présence effective du nombre d’or (ou plutôt de figures géométriques se rattachant au nombre d’or) dans des monuments ou œuvres d’art antérieurs à la civilisation hellénique (notamment de l’Égypte ancienne).

Une remarque s’impose : certaines de ces figures sont extrêmement voisines de figures où entrent d’autres nombres, tel le nombre π. La distinction, importante du point de vue mathématique et philosophique, paraît négligeable au regard de l’esthétique positive ou des applications pratiques.




II. – L’Antiquité gréco-romaine et le Moyen Age


Il appartenait aux Grecs de construire une science de la géométrie, au sens moderne du terme, c’est-à-dire un ensemble de propositions se déduisant les unes des autres, à partir d’axiomes (ou postulats) et de définitions.

Le couronnement de cette œuvre se trouve dans les Éléments d’Euclide, édifice rationnel qui a servi de support, jusqu’à nos jours, à l’enseignement des mathématiques (plus particulièrement de la géométrie...
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