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Avant-propos

Ce livre est issu des notes d’un cours enseigné de 1992 & 2000 au DEA
de Physique des Solides de Paris/Orsay. Les compléments de chapitre provien-
nent, pour la plupart, des travaux dirigés et des problemes associés.

Les sujets traités dans cet ouvrage relevent du champ, extrémement vaste,
de la physique statistique hors d’équilibre. On rencontre, dans tous les
domaines de la physique, une treés grande variété de situations et de phénomenes
impliquant des systemes qui ne sont pas en équilibre thermodynamique, et
ceci a toutes les échelles. L'une des difficultés de la physique statistique de ces
systémes réside dans le fait que, contrairement & 1’équilibre oti 'on dispose
d’une approche unifiée permettant d’expliquer les propriétés macroscopiques
de la matiere & partir des interactions microscopiques (J.W. Gibbs), hors de
I’équilibre ’on ne dispose & ce propos que d’un nombre limité de résultats
de portée générale. Les approches utilisées pour décrire le passage du micro-
scopique au macroscopique dans le cas des systémes hors d’équilibre sont
diverses, et peuvent dépendre du systéme particulier étudié. Il est cependant
possible de classer ces approches en deux grands groupes, mettant en ceuvre,
pour 'un, des équations cinétiques (L. Boltzmann), et, pour 'autre, la théorie
de la réponse linéaire (R. Kubo). En dépit de leur diversité, ces méthodes ont en
commun plusieurs points fondamentaux essentiels sur lesquels elles s’appuient.

L’une des ambitions de ce livre est de dégager, a propos de différents
systeimes physiques, quelques idées centrales communes a ces différentes appro-
ches. Eu égard a Pimmensité du sujet, ne sont traitées ici que des situations
proches de 1’équilibre, dans lesquelles les processus irréversibles mis en jeu
peuvent étre qualifiés de linéaires.

Bien qu’extrémement variés, les phénomenes hors d’équilibre font apparai-
tre de facon trés générale le role essentiel joué par existence au sein des
systemes étudiés d’échelles de temps bien séparées. La plupart d’entre elles,
trés courtes, sont associées aux degrés de liberté microscopiques, tandis que
d’autres, en petit nombre et beaucoup plus longues, sont macroscopiques et
caractérisent les variables lentes. Le livre s’attache notamment & mettre en
évidence, & propos de chacune des approches mises en ceuvre, I'importance du
role joué par la séparation des échelles de temps.

Une propriété centrale commune, dans le cadre linéaire, aux différentes
approches, est le théoreme de fluctuation-dissipation, qui exprime la relation
entre la réponse d’un systéme dans une situation faiblement hors d’équilibre et
les fluctuations & I’équilibre des variables dynamiques concernées. Ce résultat
constitue le noyau central commun aux différentes méthodes de physique statis-
tique hors d’équilibre dans le domaine linéaire.
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Les éléments prérequis pour aborder cet ouvrage sont assez limités. 1l
est cependant nécessaire de maitriser les connaissances de base de mécanique
quantique et de physique statistique & ’équilibre. En ce qui concerne les tech-
niques mathématiques mises en ceuvre, elles sont standard. De facon générale,
les notions nécessaires & la compréhension de chaque chapitre sont fournies
dans celui-ci ou Vont été dans les chapitres précédents, et les calculs sont
exposés en détail. A la fin de chacun des chapitres est proposée une liste
d’ouvrages de référence sur le sujet traité (classés par ordre alphabétique),
complétée, chaque fois que possible, par une liste d’articles originaux (classés
par ordre chronologique).

L’organisation générale de Pouvrage est décrite brievement ci-dessous.

Notions de base

En physique statistique, chaque variable macroscopique est une moyenne
statistique des quantités microscopiques correspondantes. Les notions de
moyenune et de fluctuations (et, plus généralement, les définitions ct les résultats
dont il est utile de disposer & propos des variables aléatoires et des processus
aléatoires) sont rassemblées dans le chapitre 1. Les résultats les plus importants
en vue de I'étude des fluctuations sont, d’une part, le théoréme de la limite
centrale qui fonde le réle central en physique des lois gaussiennes, ct, d’autre
part, le théoréme de Wiener-Khintchine qui relie la fonction d’autocorrélation
et la densité spectrale d’un processus aléatoire stationnaire.

La thermodynamique des processus irréversibles

Le chapitre 2 est consacré a la thermodynamique des processus irréver-
sibles. L'une des caractéristiques macroscopiques des systéemes hors d’équilibre
est en effet d’étre le siége de processus irréversibles, tels que les phénomenes
de transport ou les processus de relaxation. Ces processus ont un caractere
dissipatif, ce qui signifie que les systéemes au sein desquels ils se produisent
perdent de P’énergie (celle-ci est transférée a l'environnement du systéme et ne
revient jamais vers ce dernier). Un systéme hors d’équilibre est le siege d’une
production d’entropie strictement positive. Dans le cas des systemes locale-
ment a I'équilibre, il est possible, en s’appuyant sur les variables lentes et la
production d’entropie, d’étendre la thermodynamique (limitée originellement
a Yétude des états d’équilibre) a la description des processus irréversibles.

C’est pour des systemes proches de Péquilibre que cette théorie est le
plus solidement établie. Les phénomenes de transport obéissent alors a des lois
phénoménologiques linéaires. La thermodynamique des processus irréversibles
permet d’établir certaines propriétés des coefficients de transport, parmi les-
quelles des relations de symétrie ou d’antisymétrie entre coefficients cinétiques
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(L. Onsager), ainsi que la relation d’Einstein entre mobilité et coeflicient de dif-
fusion, qui constitue la toute premiere formulation du théoréme de fluctuation-
dissipation.

Introduction a la physique statistique hors d’équilibre

Si elle permet d’établir certaines propriétés des coefficients de transport,
la thermodynamique des processus irréversibles ne fournit en revanche aucun
moyen de les calculer explicitement.

Pour cela, il est nécessaire de partir d’'une description microscopique des
gystemes hors d’équilibre, et de faire le lien entre cette description et les pro-
priétés observées a Péchelle macroscopique. Les chapitres 3 et 4 constituent
une introduction & cette démarche. Y sont présentés les principaux outils
de la physique statistique des systémes hors d’équilibre classiques et quan-
tiques, notamment les équations d’évolution de la fonction de distribution et
de Popérateur densité.

Les approches cinétiques

Les chapitres 5 a 9 sont consacrés a la description des phénomenes de
transport par des équations cinétiques irréversibles, principalement Péquation
de Boltzmann.

On commence, dans le chapitre 5, par s’intéresser au gaz parfait clas-

sique de molécules effectuant des collisions binaires (historiquement le premier
systéme & avoir été étudié au moyen d’une équation cinétique). L'approche
cinétique repose dans ce cas sur 'hypotheése du chaos moléculaire, ¢’est-a-dire
d’absence de corrélations entre les vitesses de deux molécules qui vont entrer en
collision. Cette hypothese conduit a I'équation de Boltzmann pour la fonction
de distribution.

Dans le chapitre 6, on montre comment 'équation de Boltzmann permet,
moyennant des approximations convenables, de déterminer les coefficients de
transport du gaz. Dans le chapitre 7, on ¢établit les équations de 'hydro-
dynamique a partir de ’équation de Boltzmann. Le chapitre 8 est consacré
aux applications de 'équation de Boltzmann en physique des solides, ou elle
est largement utilisée pour déterminer les coefficients de transport dans les
semi-conducteurs et les métaux (théorie semi-classique du transport de Bloch-
Boltzmann).

De fagon générale, la validité des approches cinétiques repose sur ’existen-
ce au sein du systéme étudié de deux échelles de temps bien séparées. Dans
le contexte des gaz dilués, ’échelle de temps courte est la durée d’une col-
lision, tandis que ’échelle de temps longue est lintervalle de temps moyen
géparant deux collisions successives d'une molécule donnée. Dans le chapitre 9,
on étend ce type d’approche aux systemes dans lesquels les interactions peuvent
étre considérées comme locales et instantanées. L’évolution hors d’équilibre de
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ces systémes peut, moyennant des hypotheses de décorrélation analogues a
Ihypotheése du chaos moléculaire, étre décrite par des équations cinétiques
irréversibles, génériquement appelées équations malitresses.

Le mouvement brownien

Les chapitres 10 et 11 traitent du mouvement brownien, ¢’est-a-dire du
mouvement erratique d’une particule immergée au sein d’'un fluide de molécules
plus légeres.

Il s’agit de I'un des problemes paradigmatiques de la physique statistique
hors d’équilibre. L’étude du mouvement brownien est généralement abordée
au moyen de I'équation de Langevin, qui décrit 'évolution de la vitesse de
la particule sur des intervalles de temps intermédiaires entre une échelle de
temps courte, le temps de corrélation de la force aléatoire s’exercant sur la
particule brownienne, et une échelle de temps longue, le temps de relaxation
de sa vitesse moyenne. On retrouve dans ce cadre la relation d’Einstein entre
mobilité et coefficient de diffusion.

La théorie du mouvement brownien joue un réle d’autant plus important
que la particule brownienne peut ne pas étre une véritable particule, mais la
représentation d’'une propriété collective d’un systeme macroscopique.

On présente également un modéle microscopique du mouvement brownien
d’une particule couplée & un bain, ce dernier étant constitué par un ensemble
infini d’oscillateurs harmoniques en équilibre thermique. Ce modele est tres
utilisé pour décrire la dynamique dissipative de différents systemes classiques
ou quantiques (A.O. Caldeira et A.J. Leggett).

La théorie de la réponse linéaire

La théorie de la réponse linéaire (R. Kubo) est développée dans les chapi-
tres 12 a 14.

Si l’on se limite & des systemes proches de 1’équilibre, les quantités physi-
ques observées s’écartent faiblement de leurs valeurs d’équilibre, et 'on attend
des écarts linéaires par rapport aux perturbations ayant entrainé le systeme
hors de ’équilibre. La théorie de la réponse linéaire précise la relation entre
les fonctions de réponse linéaire et les fluctuations a P’équilibre des variables
dynamiques concernées. Une fois admise I’hypothese de linéarité, cette théorie
est générale.

Pour commencer, les notions de fonctions de réponse linéaire, d’une part,
et de fonctions de corrélation a 1’équilibre, d’autre part, sont présentées dans le
chapitre 12. La théorie générale de la réponse linéaire précisant le lien entre ces
deux types de quantités est développée dans les chapitres 13 et 14, ce dernier
chapitre étant centré sur le théoréme de fluctuation-dissipation.

Les fonctions de corrélation a ’équilibre jouent ainsi en physique statis-
tique hors d’équilibre un role central. Beaucoup de propriétés de systemes hors
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d’équilibre, par exemple les coeflicients de transport des lois phénoménologiques
linéaires, sont déterminées par des fonctions de corrélation temporelles a 1’équi-
libre. Ces fonctions fournissent aussi un moyen utile d’interpréter de nom-
breuses expériences de diffusion de rayonnements ou de particules.

Coeflicients de transport

Dans les chapitres 15 et 16, on montre comment la théorie de la réponse
linéaire permet d’obtenir des expressions microscopiques des coefficients de
transport en termes des fonctions de corrélation a 1’équilibre des courants
appropriés. Ces expressions constituent les formules de Green-Kubo.

Dans le chapitre 15, on établit 'expression microscopique des composantes
du tenseur de conductivité électrique en termes des fonctions de corrélation des
composantes correspondantes du courant électrique. Dans le cas homogene,
on en déduit la partie réelle de la conductivité d’un gaz d’électrons sans
interactions en termes de fonctions de corrélation de courants & une particule
(formule de Kubo-Greenwood). Les corrections par rapport & la conductivité
semi-classique déduite de I’équation de Boltzmann sont dues & des effets d’inter-
férences quantiques. On discute aussi brievement approche de Landauer de
la conductance des systémes mésoscopiques et du phénomene de localisation
a une dimension.

Le chapitre 16 traite des coeflicients de transport thermiques tels que la
conductivité thermique ou le coefficient de diffusion, qui ne peuvent pas étre
calculés directement a partir de la théorie de Kubo, ainsi que de la facon dont
on peut les déterminer par différentes expériences (par exemple de diffusion de
la lumiere).

Pour conclure cet avant-propos, je voudrais souligner le fait que ce travail
n’a pas été celui d’une seule personne, mais qu'il est le fruit d’un enseigne-
ment effectué en équipe. Je souhaite donc en premier lieu remercier Jean Klein,
Sylvie Rousset et Frédérick Bernardot, avec qui j’ai collaboré étroitement pen-
dant plusieurs années dans le cadre de cet enseignement au DEA de Physique
des Solides. Je suis en outre trés reconnaissante & Frédérick Bernardot pour
sa relecture attentive de nombreux chapitres de ce livre, ainsi que pour ses
remarques précises et judicieuses.

Mes remerciements vont aussi aux nombreux étudiants et lecteurs des
notes de cours, qui, par leurs remarques, ont contribué a ’amélioration de cet
ouvrage.

Ils s’adressent enfin & Michele Leduc, directrice de la collection ¢ Savoirs
actuels », dont I’encouragement constant, qui a été pour moi précieux, a permis
Paboutissement de ce projet.
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Chapitre 1

Variables aléatoires
et processus aléatoires

En physique statistique, on est amené a considérer les grandeurs carac-
térisant I'état macroscopique d’un systéme physique constitué d’un grand
nombre de particules comme des moyennes statistiques des quantités micro-
scopiques correspondantes. Les variables macroscopiques, ainsi définies comme
des moyennes, sont accompagnées de fluctuations dues a I'agitation thermique
des degrés de liberté microscopiques associés. Lorsque le systeme étudié est
hors d’équilibre, les évolutions temporelles des moyennes et des fluctuations
doivent étre prises en compte dans la description et la modélisation des phéno-
ménes le concernant. Les variables aléatoires et les processus aléatoires sont
ainsi des outils essentiels de la physique statistique hors d’équilibre.

Quelques notions fondamentales sur ce sujet sont donc rassemblées dans
ce premier chapitre. Tout d’abord, on introduit les distributions de probabilité
et les moments des variables aléatoires 4 une ou a plusicurs dimensions. On
étudie la distribution de la somme de deux ou de plusieurs variables aléatoires
indépendantes, puis le théoréme de la limite centrale concernant la distribu-
tion de la somme d’un nombre N de variables aléatoires indépendantes dans la
limite N — oo. Ce théoréme est d’une importance cruciale en physique statis-
tique, puisqu’il est responsable du réle central qu’y jouent les lois gaussiennes.

Ensuite, a4 propos des processus aléatoires, on introduit la notion de
stationnarité, et I'on discute briévement les propriétés d’ergodicité, c’est-a-dire
d’équivalence entre moyennes temporelles et moyennes statistiques. On s’inté-
resse plus particuliérement aux processus aléatoires stationnaires en présentant
les grandes lignes de leur analyse harmonique, qui est une méthode bien
adaptée a I'étude des processus régis par des équations différentielles linéaires.
On démontre notamment le théoréme de Wiener-Khintchine reliant la densité
spectrale du bruit et la fonction d’autocorrélation d’un processus aléatoire
stationnaire.
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Alors que les systémes a I'équilibre sont traités d’une facon uni-
fiée par le formalisme de la fonction de partition, la physique
statistique des systemes hors d’équilibre couvre une grande
variété de situations qui sont souvent sans lien apparent.
L'originalité de cet ouvrage est de proposer un point de vue
unifié pour I'ensemble des systemes proches de I’équilibre : il
dégage la profonde unité des lois qui les régissent et rassemble
un grand nombre de résultats usuellement dispersés dans la lit-
térature.

Le lecteur trouvera dans ce livre un exposé pédagogique des
résultats fondamentaux : origines physiques de I'irréversibilité,
théoréme de fluctuation-dissipation, équation de Boltzmann,
réponse linéaire, relations d’Onsager, phénomeénes de
transport, équations de Langevin et de Fokker-Planck. L'organi-
sation de cet ouvrage en fait aussi bien un manuel d’enseigne-
ment pour les phénomenes irréversibles qu’un livre de réfé-
rence pour les chercheurs grace a son caractére exhaustif.

[ssu d’un cours donné pendant de nombreuses années au DEA
de Physique des solides de la région parisienne, ce livre
s'adresse a un vaste public d’étudiants de master de physique
et de chimie, et d’éleves des écoles d'ingénieurs. Il intéressera
également les chercheurs dans des domaines aussi variés que
la physique des solides, la mécanique des fluides, la physique
des plasmas ou la mécanique céleste.

Noélle PoTTIER est professeur a I’Université Paris Diderot-Paris 7.
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