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COMMENT UTILISER CET OUVRAGE PAP-EBOOK
(LIVRE + SITE WEB) 7

Introduction aux variétés différentielles est avant tout un livre avec tous ses atouts
et le lecteur trouvera ci-aprés un descriptif succinct.

Mais il est aussi un pap-ebook de Grenoble Sciences, c’est-a-dire un livre enrichi
par un site web qui lui est corrélé. Sur ce site web le lecteur trouvera :

— des éléments pour combler ses lacunes de prérequis,

— des exercices et des corrigés permettant de s’entrainer et quelques développements,

— des approfondissements et parfois des pistes bibliographiques pour ceux qui désirent
aller plus loin.

Le site s’enrichit au cours du temps en fonction des suggestions. L’adresse de ce site
compagnon est :

http ://grenoble-sciences.ujf-grenoble.fr/pap-ebook/lafontaine
p g Ji-g pap

Le livre (et son site) est réalisé a destination de lecteurs variés. Ils trouveront donc des
préliminaires, des détails techniques, des compléments souvent omis dans les ouvrages
ciblés sur un seul public.

Le premier chapitre et une bonne part des chapitres 5 et 6 forment un exposé relati-
vement complet de calcul différentiel classique, du b.a.-ba & la formule de Stokes.

Le chapitre 2 a ’ambition de faire comprendre ce que sont les variétés différentielles
et comment s’en servir a celles et ceux & qui cette notion fait peur, qu’ils la jugent
trop abstraite ou trop technique.

Le chapitre 3 est plus technique, précisément parce qu’il expose des techniques trop
souvent passées sous silence.

Les deux derniers chapitres peuvent étre abordés directement dés que ’on maitrise
peu ou prou les notions de variété et de forme différentielle.

Notons aussi que quelqu’un qui, & partir du mot “holomorphe” dans l'index, ferait
tous les exercices auquel ce mot fait référence, en tirerait une bonne sensibilisation au
monde si différent des variétés complexes.

A Toccasion de cette deuxiéme édition, le pap-ebook est devenu complétement auto-
suffisant en ce qui concerne le calcul différentiel proprement dit. Mais il est vain de
parler de variétés sans faire de topologie. Il est donc trés briévement question de
simple connexité et de revétements. Sur ces points, le site web devrait apporter les
compléments nécessaires. Les lecteurs peuvent d’ailleurs adresser a Grenoble Sciences
des suggestions pour enrichir le site web compagnon. Elles seront exploitées dans la
mesure du possible.






INTRODUCTION

C’est & ce coup que Fontanet eut une troisiéme conception. Il s’écria :

— Composons une Histoire de France, avec tous les détails, en cinquante
volumes.

Cette proposition m’enchanta, et je 'accueillis avec des battements de
mains et des cris de joie...

On nous envoya coucher. Mais je restai bien un quart d’heure dans mon
lit sans dormir, tant j’étais agité par la pensée sublime d’une Histoire de
France en cinquante volumes, avec tous les détails.

Nous la commencames, cette histoire. Je ne sais, ma foi, plus pourquoi
nous la commencames par le roi Teutobochus. Mais telle était ’exigence
de notre plan. Notre premier chapitre nous mit en présence du roi Teuto-
bochus, qui était haut de trente pieds, comme on put s’en assurer en me-
surant ses ossements, retrouvés par hasard.! Dés le premier pas, affronter
un tel géant ! Fontanet lui-méme en fut étonné.

— II faut sauter par-dessus Teutobochus, me dit-il.

Je n’osai point.

L’ Histoire de France en cinquante volumes s’arréta & Teutobochus.

Anatole France, Le Livre de mon ami.

Cette charmante lecon de méthodologie s’applique fort bien au sujet de ce livre. Au
lecteur de juger du parti que j’en ai tiré. Les premiers pas de la théorie des variétés
peuvent, si I’on veut suivre 'exemple de Fontanet, donner lieu & des développements
redoutables. On risque d’étre rebuté par le sujet avant de s’apercevoir que les vraies
difficultés sont ailleurs.

Les variétés différentielles sont la généralisation naturelle des courbes et des surfaces.
La notion de variété apparait pour la premiére fois (sans explications!) dans la legcon
inaugurale de Riemann, en 1851, et lui permet de donner une solution satisfaisante
au probléme du prolongement analytique des fonctions holomorphes.

Il faut attendre un bon demi-siécle pour qu’une définition précise se dégage. Il s’agit
de concevoir non pas des parties d’'un espace R", avec n grand, définies par un cer-
tain nombre d’équations, mais d’une facon plus abstraite des objets — a priori non
plongés dans I'espace “ordinaire” de dimension n, — pour lesquels la notion de fonction
différentiable ait un sens.

1 Le lecteur qui mettrait en doute l’existence de Teutobochus est invité & lire Persistance des
géants, de A. Schnapper (Annales E.S.C. 1986, n°1).
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Les raisons pour s’intéresser a de “grandes” dimensions sont nombreuses. L'une des
plus évidentes vient peut—étre de la mécanique classique. L’espace des configurations
d’un systéme articulé dépend vite de plus de trois paramétres : il en faut déja six pour
un solide.

Le fait qu’il ne soit pas toujours souhaitable de considérer les objets étudiés comme des
parties de R™ est plus caché. Par exemple I’ensemble des directions de I'espace usuel
dépend de deux parameétres réels. C’est de fagon naturelle une variété de dimension
deux, appelée le plan projectif. Il admet certes de nombreuses réalisations comme
sous—espace d’un espace euclidien. Mais ces réalisations ne sautent pas aux yeux, et
il n’est pas évident non plus d’en trouver une qui soit plus “naturelle” que les autres.

Et dans bien des cas, comme celui des systémes articulés, ol cette réalisation est
évidente, on ne l'utilise que relativement peu.

Ces variétés “abstraites” fournissent le cadre mathématique naturel de la mécanique
classique (espace des configurations et espace des phases), mais aussi de la relativité
générale et de la théorie des particules élémentaires.

J’ai voulu écrire un texte qui, tout en restant élémentaire, aborde les variétés le plus
directement possible, en s’intéressant principalement & leurs propriétés topologiques.
De ce point de vue, une sphére étirée et/ou bosselée reste une sphére, et méme dans
le cadre des courbes et des surfaces, on s’intéresse aux propriétés topologiques ou
différentielles, et non aux propriétés métriques (longueur, courbure, etc...).

1l suffit au lecteur d’une bonne connaissance des bases du calcul différentiel, et d’'un
peu de topologie dite “générale”. Toutefois, quelques remarques, encadrées par le signe
** font appel & des connaissances plus élaborées. Un premier chapitre est consacré au
calcul différentiel classique, exposé de fagon a pouvoir s’appliquer le plus directement
possible aux variétés.

Les variétés proprement dites sont abordées aux deuxiéme et troisiéme chapitres. J’ai
essayé de donner le plus vite possible des exemples et des résultats significatifs.

Une classe d’exemples — les groupes de Lie et leurs espaces homogénes — m’a paru
largement mériter un chapitre pour elle-méme. Les chapitres 5, 6 et 7 sont consacrés
aux formes différentielles et au parti qu’on peut en tirer pour comprendre la topologie
des variétés. Chaque chapitre dépend des précédents, & une exception prés : si les
groupes de Lie (chapitre 4) interviennent dans les chapitre qui suivent, c’est seulement
a titre d’exemples et & l'occasion d’exercices. Enfin, le dernier chapitre, qui est le
principal ajoit de cette deuxiéme édition, traite du théoréme de Gauss—Bonnet pour
les surfaces. L’un des attraits de ce résultat est la variété des techniques qu’il met en
ceuvre. Mais surtout, il met en lumiére un phénoméne qui n’a cessé de me fasciner
malgré des années de pratique : ’apparition des nombres entiers — devrait-on dire de
la quantification ? — en géométrie.

Chaque chapitre commence par une introduction relativement détaillée dans laquelle
je me suis efforcé de donner des motivations et une description informelle du contenu,
faisant appel a 'intuition géométrique du lecteur. Une section intitulée “Commentai-
res” indique les prolongements possibles des sujets abordés.



INTRODUCTION 5

Comme je l'ai expliqué plus haut, j’ai pris le parti de me limiter pour I’essentiel aux
structures différentielles. Sauf dans le dernier chapitre, aspect métrique n’est abordé
que trés occasionnellement, ’aspect symplectique pas du tout. Je me suis un peu
rattrapé dans les sections de “Commentaires”, et dans la bibliographie commentée qui
accompagne ce texte.

Les nombreux exercices (plus de cent cinquante) sont pour la plupart faciles. Ceux
qui sont indiqués par une étoile sont un peu plus délicats pour les débutants. Ceux qui
portent deux étoiles ne sont pas forcément techniques, mais plutot du style “il fallait
y penser”. Beaucoup peuvent étre considérés comme des compléments de cours. C’est
pourquoi j’ai fait figurer les solutions d’une centaine d’entre eux.

Durant les années ou j’ai assuré le cours de géométrie différentielle & Montpellier, j’ai
bénéficié d’un public particulierement agréable, exigeant et attentif, ne ménageant
pas les questions. Son attitude m’a vivement encouragé au moment ol je préparais
les notes qui ont constitué la premiére mouture de ce livre.

Une fois ce cours soumis a la collection Grenoble Sciences, j’ai profité des trés nom-
breuses remarques et des suggestions stimulantes des membres du comité de lecture,
portant sur le fond comme sur les détails. Malgré la diversité des horizons scientifiques
et des tempéraments de ces collégues, je ne me suis jamais trouvé dans la situation du
meunier cher & mon homonyme. C’est d’ailleurs a I’occasion de cette deuxiéme édition
que les introductions détaillées dont il est question plus haut m’ont été suggérées.

Un grand merci également a Laura Capolo, du service éditorial de Grenoble Sciences,
ainsi qu’a Sylvie Bordage et Anne-Laure Passavant, du service technique, pour une
excellente atmosphére de travail.

Last, not least, j’ai été profondément influencé par mon maitre Marcel Berger.
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NOTATIONS

Il est fait référence a la sous-section (ou a défaut a la section) ou la notation apparait
pour la premiére fois. Faut-il mettre des fléches sur les vecteurs? Vaste débat, que
nous avons tranché en mettant des fléeches uniquement sur les vecteurs déterminés par

py
deux points : ab désigne le vecteur d’origine a et d’extrémité b.

—~
~

produit scalaire euclidien

® produit tensoriel (de vecteurs ou de formes) 5.2.1
X produit tensoriel (d’espaces ou de fibrés vectoriels) 5.2.1
A produit extérieur 5.2.2
/\’C puissance extérieure k-iéme 9.2.2
[,] crochet de deux champs de vecteurs 34
[x] point de P"K de coordonnées homogeénes 2.5
ot vecteur associé a la forme o 5.3.1
v° forme associée au vecteur v 5.3.1
11 somme ensembliste 3.5.1
Ad représentation adjointe 4.3
B(0,r) boule ouverte de centre 0 et de rayon r

Ck(M) fonctions de classe C* sur M 1.2.3
C>(M) fonctions lisses sur M 1.2.3
C>(E) sections lisses du fibré vectoriel E 3.5.2
C>(TM) champs de vecteurs lisses sur la variété M 3.5.2
d différentielle extérieure 5.4
deg(f) degré de l'application f 7.4.1
dim dimension

dist distance

div divergence 5.5
E* espace dual de 'espace vectoriel F/ 5.2.1
E(C,C")  enlacement de deux courbes C' et C” 7.6
I+ image directe par I’application f 34
f* image réciproque par application f 5.3.2
fiv restriction de f a l'ouvert U

Fm germes de fonctions en m 3.3.1
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