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	Comment, à 5 ans, comparer deux grandes collections d’objets, à 10 ans, dessiner un assemblage de cubes qu’on ne peut que toucher, à 14 ans, construire une parallèle à une droite avec seulement un angle en carton ou, à 17 ans, peser un objet avec une balance défectueuse ?

        
	Depuis 40 ans, le Groupe d’enseignement mathématique (GEM) défend l’idée que la pensée mathématique se développe en cherchant. Aujourd’hui, il propose 40 problèmes, accompagnés d’éléments de solution et de pistes didactiques. Des problèmes pour susciter le débat, conjecturer, communiquer et argumenter, construire le savoir et se construire des images mentales, modéliser ou voir autrement. Des problèmes pour épicer l’enseignement des mathématiques de 5 à 18 ans et plus. Des problèmes qui stimulent le développement d’une pensée autonome et citoyenne. Ce livre, à mettre entre toutes les mains, intéressera particulièrement les enseignants de mathématiques, de la maternelle à l’enseignement supérieur, ainsi que les étudiants futurs professeurs concernés par l’enseignement des mathématiques.
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          Introduction

        

      

      
        
           40 problèmes écrits à 40 mains par des membres du Groupe d’Enseignement Mathématique (GEM), anciens, nouveaux... à l’occasion du 40e anniversaire de sa fondation.

           Pourquoi des problèmes ? Parce que « les problèmes constituent le sel de la science. Ils motivent l’apprentissage, ils provoquent l’activité mentale, sont le terreau où poussent les concepts et les théories, apprennent aux apprentis à apprendre, permettent le contrôle permanent du savoir-faire et de la faculté à réinvestir »1.

           Mais les bons problèmes ne sont pas si faciles à trouver. Dans une lettre au Groupe français d’éducation nouvelle (GFEN) en 1985, le GEM écrivait « il n’est pas si facile de trouver, dans l’univers des élèves, des thèmes de travail stimulants, à mesure de leurs forces, ni trop vagues, ni trop contraignants. Nous nous y employons sans cesse et réussissons diversement »2. Quelque trente ans plus tard, c’est encore ce que nous faisons et nous ressentons toujours le besoin des enseignants, dont nous sommes, d’avoir accès à un stock de situations d’apprentissage stimulantes.

           Nous avons donc rassemblé quelques problèmes rencontrés depuis 40 ans et qui nous tiennent à cœur. La plupart sont inédits, d’autres pas. Certains font partie de séquences plus vastes auxquelles nous renvoyons quand c’est possible. Certains paraitront élémentaires, d’autres plus ardus. En tout cas, ce sont des problèmes variés pour les enseignants et leurs élèves de tous les âges, de 5 à 18 ans et plus, et dont nous pensons qu’ils peuvent faire progresser tout le monde dans l’apprentissage des mathématiques. L’intérêt que chacun présente à nos yeux est décrit dans la section « le sel3 du problème », qui clôture la description de chaque problème. Certains problèmes conviennent pour des élèves de différents niveaux. Dans ce cas, les objectifs visés aux différents âges sont parfois différents et l’enseignant devra adapter l’énoncé, les pistes.

           Tous les problèmes présentés permettent de se poser des questions, d’argumenter, de se tromper et de profiter de ses erreurs pour progresser dans sa résolution, bref de chercher, donc d’apprendre. La structure de cet ouvrage est basée sur quelques démarches que ces situations induisent :

          
            	provoquer, étonner, susciter le débat ;

            	construire le savoir ;

            	construire des images mentales ;

            	penser à côté, changer de point de vue, voir autrement ;

            	expérimenter, formuler un questionnement, conjecturer ;

            	susciter l’inventivité et varier les approches ;

            	modéliser, appliquer dans un contexte significatif.

          

           Ces démarches sont devenues les titres des chapitres. La plupart des problèmes auraient pu être placés dans plusieurs chapitres. Il a fallu faire un choix.

           Toutefois, aucune de ces démarches n’est automatique. Elles apparaitront pour autant que l’attitude de l’enseignant le permette et cette « attitude à adopter dans la gestion de ces activités n’est pas simple. Régulateur institutionnel, empathique au niveau relationnel, l’enseignant doit se retirer du point de vue intellectuel, éviter de valider trop vite des réponses ou de donner des pistes et des relances trop rapides. Il doit faire confiance aux élèves et surtout, leur donner du temps. On ne résout pas des problèmes en cinq ou dix minutes, on n’a parfois presque rien trouvé après une demi-heure...»4. Mais le plaisir de trouver, fût-ce une réponse partielle et collective, vaut bien le temps qu’on y a consacré.

           Par ailleurs, « il n’y a pas d’élèves chercheurs sans profs chercheurs. La recherche de ces derniers précède celle des élèves et elle est plus motivante et plus riche quand elle se fait à plusieurs. C’est la raison d’exister du GEM depuis 40 ans, c’est notre source commune de plaisir et d’intérêt intellectuel : la recherche partagée, la résolution de problèmes de mathématiques, la création de nouveaux problèmes ou l’adaptation de problèmes découverts ailleurs, leur enrichissement, leur prolongement en séquences d’apprentissage plus vastes, leur analyse épistémologique »5.

           Pour insister sur l’importance des problèmes dans l’enseignement des mathématiques, terminons par un extrait de La découverte des mathématiques de G. Polya.

          
            La résolution de problèmes a été l’ossature de l’enseignement de la mathématique depuis l’époque du papyrus de Rhind... Selon moi, le problème constitue encore aujourd’hui l’ossature de l’enseignement de la mathématique à l’école secondaire. Et je suis gêné de devoir souligner, en y insistant, une chose aussi évidente6.

          

        

        
          Notes

          1 Benoît Jadin, S’il n’y avait plus de problèmes, avec quoi salerait-on ?, dans la revue Échec à l’échec no 59 de décembre 1989.

          2Lettre du GEM au GFEN, in Dialogue n°54 bis, Groupe français d’éducation nouvelle, Ivry, mai 1985.

          3 L’expression « le sel » pour désigner tout ce qui fait l’intérêt du problème est inspirée par Benoît Jadin, op. cit.

          4 Notes de la conférence de Benoît Jadin, Les problèmes au centre, au centre des problèmes, Journée de formation Le plaisir de chercher en mathématiques, Louvain-la-Neuve, le 11 novembre 2017.

          5Ibidem.

          6 George Polya, La découverte des mathématiques, Dunod, Paris, 1967, cité dans Maggy Schneider, Traité de didactique des mathématiques, Les Éditions de l’Université de Liège, 2008.
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          Des problèmes pour provoquer, étonner ou susciter le débat

        

      

      
        
           Qu’elles soient appréciées ou non, les mathématiques sont souvent perçues par les élèves comme une matière scolaire qui n’a de raison d’être qu’au sein d’un cours et dont la validité ne peut être assurée que par le professeur. L’expérience de l’Âge du capitaine7 est un des exemples qui montrent que la plupart des élèves tentent de répondre à un problème mathématique même lorsque leur bon sens leur dit que celui-ci est absurde. La confiance envers l’enseignant l’emporterait-elle sur leur jugement ? Auraient-ils intégré depuis longtemps que l’école, en particulier le cours de maths, est un lieu où le non-sens a sa place ?

           Et que veulent dire les élèves quand ils demandent « il faut résoudre cela mathématiquement ? » ? Comme s’il y avait le bon sens d’une part et les mathématiques, formelles, d’autre part. On voit des élèves qui s’étonnent en découvrant que la réponse qu’ils ont trouvée à un problème concret est celle qu’on peut retrouver « dans la vraie vie ». Ça alors ! Les mathématiques sont donc autre chose qu’un outil pour réussir l’examen ?

           En outre, il est finalement assez rare que des élèves puissent décider seuls (sans l’enseignant) d’une réponse mathématique, en argumentant. C’est l’enseignant qui détient la vérité. Il a raison, même sans raison. Et si ce n’est pas le cas, les questions et les réponses, même celles que les élèves posent ou proposent, passent par lui, c’est lui qui les filtre, les reformule, les relance, décide du temps que l’on y consacre...

           Les débats scientifiques permettent de « dévoluer une responsabilité scientifique à l’élève »8. L’enseignant peut profiter de toutes les occasions où les élèves ne sont pas d’accord sur une réponse pour « se retirer » et favoriser la discussion entre eux. Il peut aussi provoquer le débat en soumettant une question qui provoquera des réponses contradictoires.

           Dans ce cas, l’enseignant n’est plus le maitre qui détient toute la vérité, qui tranche et qui valide. Les élèves exercent seuls ou en groupe un contrôle de leur pensée et de leurs productions.

           L’importance de ce type de démarche va au-delà de l’apprentissage des mathématiques. Elle relève du développement de la pensée autonome. Voulons-nous former des personnes qui sont seulement capables d’appliquer les règles qu’on leur apprend sans se poser la question du pourquoi, ou des citoyens responsables capables d’argumenter, de critiquer, de se faire une opinion personnelle ?

           On peut commencer les débats tôt. Les piles est une situation où chacun peut se faire une idée d’une réponse et la défendre, dès l’école primaire. Entre deux nombres peut être proposé dans le même but au début du secondaire. Ce dernier problème permet aussi de faire surgir de mauvaises représentations des nombres, représentations qui pourraient rester cachées bien longtemps si c’était l’enseignant qui menait toujours la barque.

           Certains problèmes ne provoquent pas forcément le débat mais ont retenu notre attention parce que leur énoncé nous a entrainés directement dans la réflexion. Un énoncé tout simple, accessible, provocant. Chacun peut y réfléchir, y entrer et se rendre compte que ce n’est pas aussi simple qu’il l’aurait cru, que la première idée n’est peut-être pas la bonne. C’est le cas de Fan Tan, L’obtus en acu et de Un triangle à la fois plus petit et plus grand. La solution est étonnante mais accessible, grâce à l’expérimentation, à la réflexion et aux échanges.

           L’ombre est un parallélogramme nous plonge dans un contexte inhabituel où l’intuition nous joue des tours mais l’expérimentation vient à la rescousse et relance la réflexion. Ici, l’étonnement provoque une recherche qui dépasse les limites antérieures de la pensée. Cette rupture avec la « pensée confortable » et l’expérience d’intuitions erronées sont importantes pour le développement de la rigueur : pourquoi faudrait-il argumenter si la première idée était toujours la bonne ?

        

        
          Notes

          7 Voir par exemple Équipe élémentaire de l’IREM de Grenoble, L’âge du capitaine, http://www-irem.ujf-grenoble.fr/revues/revue_n/fic/19/19n4.pdf, consulté le 3 juin 2017.

          8 Liouba Leroux et Thomas Lecorre. Le débat scientifique en classe, Plot n° 19, revue de l’APMEP, 2007.
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           Nombres et opérations – De 8 à 12 ans

          Matériel

           Un grand nombre d’allumettes, de jetons, de cubes, d’anneaux, de blocs de bois, etc.

           Des feuilles de route pour trois, quatre, cinq ou six joueurs.

          
            [image: image]
          

          Énoncé Dans un premier temps, les élèves sont répartis en équipes de tailles différentes : une équipe de trois joueurs, une équipe de quatre joueurs, une équipe de cinq joueurs, etc.
Chaque équipe dispose d’un grand nombre d’objets (des allumettes pour une équipe, des jetons pour une autre, etc.) et d’une feuille de route adaptée au nombre de joueurs.
Chaque équipe reçoit, en plus, les consignes suivantes :
« Placez un grand nombre d’objets au hasard au centre de la table. Si vous partagiez ce paquet de manière exacte entre vous, combien pensez-vous qu’il restera d’objets au centre de la table à la fin ? Faites chacun un pari. Ensuite, faites vraiment le partage pour voir qui avait raison. Complétez les feuilles de route pour garder une trace de chaque partie. »
Les enfants changent d’équipe toutes les dix minutes. Après trois changements, les élèves arrêtent de jouer et répondent, individuellement, aux questions suivantes :
« Qu’as-tu observé en jouant ? Quelles sont les mauvaises stratégies que tu as observées ? Quelles sont les bonnes stratégies que tu as observées ? Quelles difficultés as-tu rencontrées ? »
Dans un deuxième temps, les élèves reçoivent une copie des feuilles de route, en groupe classe, et répondent aux questions suivantes :
« Peux-tu retrouver le nombre d’objets qu’il y avait au départ ? Comment ? Quels sont les restes qu’il est impossible d’avoir ? Pourquoi ? Quelle est l’équipe où on avait le plus de chance de gagner ? Quelle est l’équipe où on avait le moins de chance de gagner ? Pourquoi ? »

          Quelques échos des classes

           Voici un extrait d’une feuille de route d’une équipe de cinq joueurs.
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           Au sein de leur équipe, les élèves découvrent qu’il ne faut pas parier sur un nombre supérieur ou égal au nombre de joueurs de l’équipe, ce qui n’est pas évident à priori pour certains, comme on le voit aux premières lignes de la feuille de route ci-dessus. Pour pouvoir jouer plus de parties, ils placent moins d’objets au centre de la table et optimisent le partage des objets pour aller plus vite. Après avoir joué dans trois équipes de tailles différentes, ils découvrent encore que pour avoir plus de chances de gagner, il vaut mieux appartenir à une équipe qui compte moins de joueurs...

           Pour retrouver le nombre d’objets qu’il y avait au départ, les élèves doivent identifier quels seront le diviseur, le quotient et le reste dans ce contexte. Pour la première partie ci-dessus, il y avait 86 objets au départ, car 5 × 17 + 1 = 86.

          Le sel du problème

           La situation est provocante : il peut être surprenant pour des enfants qu’avec un tas plus grand qu’un autre, on puisse arriver à un reste plus petit ! On peut aussi se poser d’autres questions : en doublant le nombre d’objets, va-t-on doubler le reste ? Et si on ajoutait deux éléments au tas, comment varierait le reste ? Confrontés à cette situation ludique, les élèves vont devoir parier sur un résultat avant de procéder à l’expérience proprement dite. Ils devront ensuite choisir une stratégie, jouer plusieurs parties pour affiner cette stratégie et la confronter à celles des autres élèves. En changeant deux fois d’équipe, ils vont découvrir que leurs chances de gain varient en fonction du nombre de joueurs de l’équipe.

           En essayant de retrouver l’historique de la partie sans la jouer réellement, ils vont consolider leurs acquis relatifs à la division euclidienne et aux relations entre dividende, diviseur, quotient et reste.

        

        
          Bibliographie

          Sources

          Cette activité a été proposée par Sophie Loriaux dans le cadre d’une réflexion du sous-groupe Fondamental du GEM et expérimentée dans ses classes de 5e et 6e primaire. Elle est inspirée du Fan-Tan (une des premières origines des jeux de Nim), un jeu de hasard et d’argent remontant à la Chine ancienne, il y a au moins deux-mille ans.
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           Statistique – À partir de 9 ans

          Énoncé On a testé 10...
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