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      Courbes algébriques planes, cubiques et cycliques - Edition 2017

     

     

     

    À ma famille, sur qui toute mon attention se porte.

     

     

     

    « Et la strophoïde bipolaire qui n’était qu’une pauvre courbe du quatrième degré se hausse au rôle délicat de motif d’ornementation »

    
      Antoine de Saint-Exupéry, Lettres à sa mère, Paris 1919
    

     

     

     

    Avertissement pour la présente édition

     

     

     

    
      Cet ouvrage est une réédition du livre « Les courbes algébriques planes, cubiques et cycliques » paru en 2013, réaménagé, sans cesse corrigé et complété tant le sujet est vaste.
    

     

    
      C’est un travail personnel qui porte sur :
    

    
      - les coniques et les cubiques par la méthode des transversales, 
    

    
      - les cubiques de tous types et de tous genres rapportées à leur foyer « principal », et les cubiques circulaires vues comme ensembles des intersections de faisceaux linéaires de cercles,
    

    
      - des considérations nouvelles sur les équations des quartiques et des quartiques circulaires en général,
    

    
      - les équations réduites et canoniques des quartiques bi-circulaires et la classification de ces courbes en trois familles bien distinctes en considération de leur construction géométrique. 
    

    
      - quelques familles de courbes cycliques au moins bi-circulaires de degré supérieur, les quintiques, les sextiques, les courbes cycliques du septième et du huitième degré, dont les bi quartiques. Ces dernières études explorent ce domaine d’une façon méthodique et originale.
    

    
      - un développement quasi-systématique ré-analysant les courbes cubiques et cycliques historiques sur le modèle des analyses précédentes, dont une revue revérifiée et complétée des quartiques classiques, des spiriques, des trajectoires dans les mécanismes articulés, des ovales et des équipotentielles de Cayley, des cycliques de Darboux. 
    

     

    
      L’ouvrage comporte aussi quelques digressions sur les courbes anallagmatiques, les courbes cissoïdales, cycloïdales, elliptiques, etc., au fil de ses chapitres. 
    

     

    
      Une attention particulière a été portée cette année sur l’amélioration de la compatibilité d’écriture entre les divers articles, rendue nécessaire par l’apport des nouveautés. Ainsi la famille des quartiques bi-circulaires de Gaston Darboux apparaît comme un sous-ensemble d’une famille de quartiques bi-circulaires développée au chapitre des quartiques bi-circulaires.
    

    
      Cet ouvrage est original par les méthodes très simples de génération et d’analyse utilisées pour l’ensemble des courbes ci-dessus, leurs équations cartésiennes étant réduites à des relations entre paramètres linéaires de faisceaux de cercles ou de droites. 
    

     

    
      L’application de cette méthode est une opportunité pour revoir différemment et de façon homogène cubiques et cycliques les plus courantes. Elle permet en outre la découverte de constructions géométriques nouvelles de ces courbes à la règle et au compas. 
    

     

    
      On a maintenu l’étude des correspondances entre les équations canoniques des cubiques circulaires proposées et les équations cartésiennes classiques des cubiques circulaires historiques.
    

     

    
      Les très nombreuses illustrations obtenues grâce au logiciel Mathcad et insérées dans l’ouvrage contribuent à compléter utilement l’intelligence du texte. Les listings de tracé peuvent servir à le compléter.
    

     

    
      En ce qui concerne les notations dans les calculs, elles sont classiques. Le signe deux-points égal (
      :=
       ) est ici utilisé pour indiquer la définition d’un symbole par l’équation ou l’expression cartésienne qui suit.
    

     

    
      Par ailleurs, la quantité conjuguée d’une quantité complexe 
      a
       est notée 
      a
      . Enfin la barre « / » et le signe «
       √
       » ont parfois été utilisés dans les calculs l’un comme barre de fraction, l’autre pour annoncer un radical mis sous parenthèses. Le paramètre 
      i
       est soit un indice soit la valeur imaginaire pure 
      √( 1).
    

     

    
      On a enrichi le texte d’un index des courbes étudiées de près de 150 entrées et de tableaux récapitulatifs des générations par faisceaux de cercles utilisées pour un bon nombre de courbes algébriques. 
    

     

    
      Rédigé à l’origine pour mon plaisir, ce livre devrait séduire les passionnés de mathématiques. Il s’est enrichi au fil des éditions précédentes jusqu’à pouvoir servir d’ouvrage de synthèse et donner une vue d’ensemble sur les cubiques et les cycliques aux étudiants de faculté et de classes préparatoires aux grandes écoles.
    

     

    
      Voici pages suivantes une application de la théorie des transversales proposée par J-V Poncelet dans son ouvrage « Applications d’analyse et de géométrie » tome 2, en facsimile des pages 117 à 120, et l’intérêt qu’il dégage de cette théorie. Les cercles sont ici pris et exploités comme des droites transversales de rayon fini.
    

     

     

     

    

      
        [image: ]
      
    

    

      
        [image: ]
      
    

    

      
        [image: ]
      
    

    

      
        [image: ]
      
    

    Application de la méthode des transversales à l’étude des courbes algébriques

     

     

     

    1. La Méthode des Transversales

     

     

     

    1.1. Théorèmes fondamentaux

    
      La méthode des transversales consiste à étudier les courbes algébriques en analysant leurs intersections par des droites. Elle est bien antérieure au théorème de Carnot et on peut considérer que ce théorème, un peu oublié de nos jours dans les écoles en est une des principales émanations.
    

     

    
      Il s’énonce ainsi :
    

    Théorème 1

    
      Soient une courbe géométrique plane de degré quelconque 
      n
      , 
      ABC
       un triangle dont les côtés rencontrent les diverses branches de cette courbe en 
      3.n
       points 
      P, P’…, P(n), Q, Q’…, Q(n), R, R’…, R(n).
    

    
      En notant 
      (AP)
       le produit 
      AP.AP’… AP(n),
       on aura :
    

    
      (AP).(BR).(CQ) = (AR).(BQ).(CP)
    

     

    La réciproque est également vraie.

     

    
      Le théorème de Carnot permet de démontrer très simplement certaines propriétés géométriques des courbes algébriques planes de degré quelconque, notamment en usant du principe de continuité énoncé par J-V Poncelet.
    

     

    
      Ainsi, en supposant que les côtés 
      ab
      , 
      bc
      , 
      ca
        d’un triangle 
      abc
       sont sur trois tangentes à la courbe algébrique considérée en 
      p’
      , 
      q’
      , 
      r’
      , on a :
    

    
      ap.ap’
      2
      .br.br’
      2
      .cq.cq’
      2
       = ar.ar’
      2
      .bq.bq’
      2
      .cp.cp’
      2
    

     

    
      Si de plus les points de contact 
      p’
      , 
      q’
      , 
      r’
      , sont en ligne droite, ce qui s’exprime par le même théorème de la façon suivante :
    

    
      ap’.br’.cq’ = ar’.bq’.cp’
    

    alors, après substitution, il reste :

    
      ap.br.cq = ar.bq.cp
    

     

    
      Il résulte de ces deux hypothèses que les tangentes 
      ab
      , 
      bc
      , 
      ca
       recoupent la courbe en trois points 
      p
      , 
      q
      ,
       r
       alignés sur une droite.
    

    
    
      Cette relation permet de tracer par points les courbes de degré 
      n
       quelconque simplement avec la règle, à condition d’en connaître suffisamment, c’est-à-dire 
      n1
       points. Poncelet en a donné deux méthodes, l’une pour les courbes de degré pair, et l’autre pour celles de degré impair.
    

     

    
      Pour une cubique, en appliquant le théorème de Carnot sur un triangle 
      abc
       dont les côtés coupent la cubique respectivement en 
      p
      ,
       p’
      , 
      p"
      , 
      q
      ,
       q’
      ,
       q"
      , 
      r
      ,
       r’
      ,
       r"
       :
    

     

    
      ap.ap’.ap’’.br.br’.br’’.cq.cq’.cq’’= ar.ar’.ar’’.bq.bq’.bq’’.cp.cp’.cp’’
    

     

    Il en résulte que :

    Théorème 2

    
      Les trois points d’intersection à distance finie des trois asymptotes d’une cubique sont alignés.
    

     

    
      La droite d’alignement est appelée droite satellite de la droite de l’infini.
    

     

    
      Supposons maintenant que nous prenions pour triangle
       abc
       celui dont les côtés sont portés par les trois tangentes d’inflexion, alors 
      ab
      , 
      bc
      , et 
      ca
       coupent chacun la courbe en trois points confondus, 
      ab
       en 
      p
      , 
      p’, p’’
       confondus en 
      P
      , 
      ac
       en 
      r 
      ,
       r’
      ,
       r’’,
       confondus en 
      R
      , et
       bc
       en 
      q
      , 
      q’
      , 
      q’’
       confondus en 
      Q
      .
    

     

    Par suite :

    
      (aP)
      3
      .(bR)
      3
      .(cQ)
      3
       = (aR)
      3
      .(bQ)
      3
      .(cP)
      3
    

    
      aP.bR.cQ = aR.bQ.cP
    

     

    
      P
      , 
      Q
      ,
       R
       sont alignés sur une droite qu’on appellera la droite d’alignement des points d’inflexion.
    

     

    Par suite :

    Théorème 3

    
      Les trois points d’inflexion d’une cubique sont alignés.
    

     

    
      Supposons enfin que 
      ab
       et 
      ac
       soient deux tangentes en 
      B
       et 
      C
       parallèles à une asymptote, et considérons une troisième tangente
       bc 
      à la courbe telle que son point de contact 
      A
       avec la courbe soit sur 
      BC
      . Les points de contact de 
      ab
      , 
      bc
      , et 
      ca
      , 
      A
      , 
      B
      , 
      C
      , étant alignés, il résulte de ce qui précède que
       ab
      , 
      bc
      , 
      ca
      , recoupent la courbe en des points alignés.
    

     

    
      Or 
      ab
       et
       ac
       recoupent cette courbe sur la droite de l’infini dans la direction de cette asymptote. 
      bc
       coupe donc la courbe soit sur la droite de l’infini, mais 
      bc
       n’est pas asymptote de la courbe car elle lui est tangente à distance finie en 
      B
      , soit sur cette asymptote. D’où :
    

    Théorème 4

    
      La droite définie par tout couple de points de tangence de tangentes à une cubique à distance finie et parallèles à l’une de ses asymptotes contient le point de tangence d’une tangente menée du point d’intersection de cette asymptote avec la cubique.
    

     

    
      Si les tangentes sont les asymptotes, elles sont tangentes à la courbe en des points alignés sur la droite de l’infini, et recoupent donc cette courbe en des points alignés sur une droite qui est droite satellite de la droite de l’infini.
    

    1.2. Mise en œuvre algébrique de la méthode des transversales

    
      Une courbe algébrique plane est une ligne dont la description est entièrement contenue dans une équation algébrique qui est un polynôme à coefficients réels de coordonnées 
      (x, y)
       relatives à un point 
      M
       du plan.
    

     

    
      Le degré du polynôme détermine l’ordre de la courbe.
    

     

    
      Les courbes d’ordre un sont les droites du plan. Le polynôme correspondant à une droite 
      (D)
      , ou plus simplement 
      D
      , du plan est une combinaison linéaire des deux coordonnées 
      x
       et 
      y
       d’un point de cette droite. On la note 
      D(x,y)
      , ou par extension
       D
      .
    

     

    
      L’équation de la courbe correspondante est :
    

    
      u.x + v.y + w = 0
    

    ou plus simplement :

    
      D(x,y) = 0
    

    ou encore :

    
      D = 0
    

     

    
      L’équation de la droite qui est appelée équation homogène fait intervenir une troisième coordonnée
       t
      , égale à 1 pour tout point à distance finie et à zéro pour tout point à l’infini. L’équation homogène d’une droite est :
    

    
      u.x + v.y + w.t = 0
    

     

    
      Le plan contient la droite de l’infini 
      T
      , pour laquelle 
      u = v = 0
       et 
      w = 1
      .
    

    
    
      Il y a équivalence à déterminer un point du plan par deux coordonnées 
      x
       et 
      y
       et par deux droites 
      D1
       et 
      D2
       dont on connaît les équations.
    

    La correspondance est la suivante :
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      d’où le système de transformation (1) ci-dessous :
    

     

    
      x = D1.v
      2
      /(u
      1
      .v
      2
       – u
      2
      .v
      1
      ) – D2.v
      1
      /(u
      1
      .v
      2
       – u
      2
      .v
      1
      ) + (v
      1
      .w
      2
       – v
      2
      .w
      1
      )/(u
      1
      .v
      2
       – u
      2
      .v
      1
      )
    

    
      y = D1.u
      2
      /(u
      2
      .v
      1
       – u
      1
      .v
      2
      ) – D2.u
      1
      /(u
      2
      .v
      1
       – u
      1
      .v
      2
      ) + (v
      2
      .w
      1
       – v
      1
      .w
      2
      )/(u
      2
      .v
      1
       – u
      1
      .v
      2
      )        
    

    
              
      (1)
    

    
      Inversement, pour tout 
      i
       entier de 
      1
       à 
      3
       :
    

    
      Di : = u
      i
      .x + v
      i
      .y + w
      i
    

     

    
      En coordonnées polaires, pour définir la position de 
      M
      , on considère le rayon vecteur 
      OM
       de longueur algébrique 
      
       et faisant un angle 
      
       avec l’axe des abscisses 
      Ox.
       L’équation de la droite est alors :
    

    
      Di : = u
      i
      ..
      cos
        + v
      i
      ..
      sin
       + w
      i
       = 0
    

     

    
      Si la droite est normalisée, 
      u
      i
      2
       + v
      i
      2
       = 1
       et l’équation peut s’écrire :
    

    
      .
      cos
       .
      cos
        + .
      sin
       .
      sin
       + w
      i
       = 0
    

    ou encore :

    
       =  w
      i
       / 
      cos
       ( 
      
        
    

     

    
      Un faisceau linéaire de droites 
      
       est un ensemble de droites 
      D
       du plan passant toutes par un même point de ce plan.
    

     

    
      Le polynôme correspondant au faisceau 
      
       est une combinaison linéaire de deux polynômes 
      D1
       et 
      D2
       du premier degré dont les droites correspondantes passent par ce point commun et dépendant linéairement d’un paramètre 
      
      . On note :
    

    
       := .D1 + D2
    

     

    
      L’équation correspondante d’une droite 
      D
       du faisceau est :
    

    
      D := .D1 + D2 = 0
    

     

    
      Le point commun a pour coordonnées celles qui vérifient simultanément les équations :
    

    
      D1 = 0
    

    
      D2 = 0
    

     

    
      D1
       ou 
      D2 
      peut être la droite de l’infini 
      T
      . On a alors un faisceau de droites parallèles.
    

     

    
      De même, un réseau linéaire 
      R
       de droites est un ensemble de droites 
      
      
       ayant pour polynôme :
    

    
      
      
       = .D1 + .D2 + D3
    

     

    
      Un réseau linéaire de droites est constitué de toutes les droites du plan dès lors que 
      D1
      ,
       D2
      ,
       D3
       n’appartiennent pas toutes à un même faisceau de droites. Toute droite du plan est donc repérée par un couple de paramètres 
      (, ) 
      et un seul.
    

    1.3. Expression algébrique des courbes planes

    
      Les courbes d’ordre 
      n
      , notées 
      
      n
      , peuvent être représentées par des polynômes de degré 
      n
       de 
      p
       polynômes 
      Di(x,y)
       du premier degré correspondant à
       p
       droites 
      Di
      , 
      i 
      prenant les valeurs 
      1
       à 
      p
      .
    

     

    
      Comme toute droite 
      D
       du plan appartient à un même réseau déterminé par trois droites non concourantes, les courbes algébriques peuvent s’exprimer comme des polynômes de degré 
      n
       d’au minimum trois polynômes 
      Di(x,y)
       correspondant à trois droites 
      Di
       non concourantes, dont éventuellement la droite de l’infini 
      T
      ,
       i
       prenant les valeurs de 
      1
       à 
      3
      .
    

     

    
      On peut donc transformer l’écriture de l’équation de 
      
      n
       en faisant le changement de variable (1) ci-dessus par le choix de ces trois droites définissant un repère vrai.
    

     

    
      Ainsi une conique à centre a pour équation homogène un polynôme en 
      D1
      , 
      D2
       et 
      T
      , 
      D1
       et 
      D2
       étant ses asymptotes, réelles ou imaginaires conjuguées :
    

    
      D1.D2 + k.T
      2
       = 0
    

    
      k
       étant une constante déterminée.
    

     

    
      Le point d’intersection de 
      D1
       et 
      D2
       est le centre de la conique.
    

     

    
      Choisissons les droites 
      Di
       asymptotes de la courbe, supposées non concourantes, comme variables de l’équation de la courbe, en substitution à 
      x
       et 
      y
      .
    

     

    
      Dans ces conditions, l’équation générale des courbes algébriques d’ordre 
      n
       du plan en coordonnées homogènes admettant les droites 
      D1,
       
      D2…, Dn
       comme asymptotes est :
    

    
      D1.D2… Dn + T
      2
      .
      n-2
       (x,y) = 0        
      (2)
    

     

    
      En coordonnées métriques 
      T = 1
      .
    

     

    
      
      n-2
       (x,y)
       est de degré 
      n 2
       au plus. En effet si 
      
       n-2
       (x,y)
       était de degré 
      n 1
      , 
      Di 
      étant asymptote, donc tangente à la courbe au point où elle coupe 
      T
      , couperait la courbe en 
      2 + (n 1)
       points, c’est-à-dire 
      n + 1
       points, ce qui est impossible.
    

     

    
      Une cubique a donc pour équation un polynôme en 
      D1
      , 
      D2
      , 
      D3, Do
       ou en coordonnées homogènes 
      D1
      , 
      D2
      , 
      D3, Do
       et 
      T
      . 
      D1
      , 
      D2
       et 
      D3
       sont ses asymptotes, réelles ou imaginaires :
    

    
      D1.D2.D3 + Do = 0        
      (3)
    

     

    Les autres équations possibles ne faisant intervenir que trois droites sont :

    
      D1.D2.D3 + a.D1 + b.D2 + c.D3 = 0
    

    ou bien :

    
      D1.D2.D3 + a.D1 + b.D2 + c = 0
    

    ou encore :

    
      D1.D2.D3 + a.D1 + b.D2 + c.D3 + d = 0
    

     

    
      La correspondance entre ces trois représentations et leur utilité pourront être constatées plus loin. La droite 
      Do 
      est appelée droite satellite de la droite de l’infini pour la cubique.
    

     

    
      L’équation en coordonnées homogènes est :
    

    
      D1.D2.D3 + Do.T
      2 
      = 0
    

     

    
      Comme l’équation de la courbe est une équation algébrique à coefficients réels, si 
      D1
       correspond à une direction asymptotique imaginaire, 
      D2
       ou 
      D3
       correspond à la direction asymptotique imaginaire conjuguée.
    

     

    
      Ainsi la conique d’équation 
      
      2
      (x,y) = 0
       ou encore 
      D1.D2 + k = 0
       peut avoir deux asymptotes réelles et si l’on considère les bissectrices 
      D
       et 
      D’
       des droites 
      D1
       et 
      D2
      , on peut écrire :
    

    
      D1.D2 = (D + D’).(D – D’) = D
      2
       D’
      2
    

     

    
      La conique s’écrit alors :
    

    
      D
      2
      D’
      2
       + k = 0
    

     

    
      Mais 
      D1
       et 
      D2
       peuvent être des équations de droites à coefficients imaginaires conjuguées, et si 
      D
       et 
      D’ 
      sont les parties réelles et imaginaires pures de 
      D1
       et 
      D2
      , on peut écrire :
    

    
      D1.
      D1
       = (D + i.D’).(D – i.D’) = D
      2 
      + D’
      2
    

     

    
      La conique s’écrit alors :
    

    
      D
      2
       + D’
      2
       + k = 0
    

    ce qui est bien une équation à coefficients réels.

     

    
      Alors l’équation (3) devient :
    

    
      (D
      2
       + D’
      2
      ).D3 + Do = 0
              (4)
    

     

    
      On qualifiera donc naturellement les cubiques en fonction de la présence ou non d’asymptotes imaginaires conjuguées. S’il y a asymptotes imaginaires conjuguées, on les qualifiera d’« elliptiques ». Sinon elles seront appelées « hyperboliques ».
    

     

    
      Pour les cubiques elliptiques ou hyperboliques, il y a une infinité de droites satellites possibles. Si on reprend, par exemple, l’équation (4) et si l’on introduit un paramètre 
      K
       quelconque :
    

    
      (D1
      2
       + D2
      2
       + K).D3 + Do – K.D3 = 0
    

     

    
      On obtient une droite satellite 
      Do – K.D3 
      différente de la droite 
      Do
      .
    

     

    
      Les cubiques présentant une direction asymptotique double mais sans qu’il soit possible de déterminer d’asymptote ont pour équation :
    

    
      (D1
      2
       + D2).D3 + Do = 0
              (5)
    

     

    Elles seront appelées « paraboliques ».

     

     

     

    2. Coniques

     

     

     

    
      L’équation d’une conique peut se mettre sous la forme d’une somme de deux monômes de deux droites 
      D1
       et 
      D2 
      distinctes. On utilise ici uniquement une méthode inspirée du théorème de Carnot, dont une des caractéristiques est d'être projective pour pouvoir s'appliquer indifféremment aux trois genres de coniques.
    

    Les coniques ont pour équation cartésienne :

    
      (x, y) = 
      a
      .x
      2
       + 
      b
      .x.y + 
      c
      .y
      2
       + 
      d
      .x + 
      e
      .y + 
      f         
    

     

    
      Suivant le signe de b
      2
        4.
      a.c, le type de la conique est différent.
    

     

     

    2.1. b2 > 4.a.c : hyperboles

     

    
      L’équation de la conique
       
      se met sous la forme :
    

    
      [u.(x  ) + v.(y  )].[u'.(x  ) + v'.(y  )] + k = 0
    

    c'est à dire :

    
      D1.D2
       
      +
       
      k
      .p 
      = 0
    

     

    
      Le paramètre p est un coefficient qui sera déterminé dans la suite. On trouve par identification :
    

    
      
       = 
      (
      b.e 
      2.
      c.d
      )
       
      / (4.
      a.c 
      
       b
      2
      ) 
    

    
      
       = 
      (
      b.d 
      
       
      2.
      a.e
      )
       
      / (4.
      a.c 
      
       b
      2
      ) 
    

    
      k
       = f 
      
       
      (
      a. 
      
      2
       + b
      ..
       + c.
      b
      2
      )
    

    
      u.u' =
       a  d'où  
      u' =
       a 
      / u
       
    

    
      v.v' = 
      c  d'où  
      v'
       
      =
       c 
      / v
       
    

    
      u'.v + u.v'
       
      =
       b 
    

     

    
      Ces équations entrainent : 
    

    
      a
      .v / u + 
      c
      .u / v = 
      b
    

    
      Cette dernière équation est du second degré et détermine le rapport 
      v / u
      ,
       
      qui est
       
      précisément égal à
       
      p, d’où :
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      Le paramètre  est égal à 
      +1
       ou 
      1
      . 
    

    
      On en déduit que l'équation de la conique s’écrit bien :
    

    
      [(x ) + 
      p
      .(y )].[
      a
      .(x ) + 
      c
      .(y ) / 
      p
      ] + 
      k
       = 0
    

    
      ou mieux, si p n’est pas nul :
    

    
      [(x ) + 
      p
      .(y )].[
      a
      .
      p
      .(x ) + 
      c
      .(y )] + 
      k.p
       = 0        
    

    
      Les droites 
      D1
       et 
      D2
       :
    

    
      D1 = (x  ) + 
      p
      .(y  )
    

    
      D2 = 
      a.p
      .(x  ) + 
      c
      .(y  )
    

    
      sont les asymptotes, choisies ici réelles, de la conique. Les paramètres 
      
       et 
      
       sont les coordonnées du point d'intersection des asymptotes qui est aussi le centre de l'hyperbole.
    

     

    
      La génération de la conique peut être obtenue par intersection de deux droites appartenant 
       
      à deux faisceaux linéaires de droites par exemple d'équations :
    

    
      D1   = 0
    

    
      qui sont des parallèles à une asymptote,        
    

    
      .D2 +
       
      k
      .p 
      = 0
       
    

    
      qui sont des parallèles à l'autre asymptote.
    

     

    
      En posant :
    

    
      1 := (D1 + D2) / 2 = [(1 + 
      a.p
      ).(x - ) + (
      p
       + 
      c
      ).(y )] / 2
    

    
      2 := (D1  D2) / 2 = [(1  
      a.p
      ).(x - ) + (
      p
        
      c
      ).(y )] / 2
    

    on obtient une équation de la conique en fonction des bissectrices des angles formées par les asymptotes :

    
      1
      2
        2
      2
       + k
      .p
       = 0
    

     

    
      Les droites 
      1
       et 
      2
       sont les axes de la conique. Les sommets de la conique sont obtenus en cherchant les intersections de ces droites avec l'équation de la conique ci-dessus. Soit l'un des systèmes :
    

    
      1 = 0
    

    
      2
      2
       =
       p. 
      k
    

    
      ou l'autre, pour l'hyperbole conjuguée :
    

    
      2 = 0
    

    
      1
      2
       = 
       p.
      k
    

     

    
      Le système apte à donner des sommets réels est à choisir en fonction du signe du produit p.
      k.
    

    
    On en déduit la figure 1.

    
      Figure 1
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    Hyperbole

     

     

    
      2.2. b
      2
       < 4
      .
      a.c :
       
      Ellipses
    

     

    
      On suppose sans nuire à la généralité de ce qui suit que les coefficients a et c sont tous deux positifs.
    

     

    
      Cette fois, la conique 
      
       se met sous la forme :
    

    
      [.(x  ) + .(y  )].[
      
      .(x  ) + 
      
      .(y  )] +
       k 
      = 0
    

     

    
      Les paramètres 
      
       et 
      
       sont, comme ci-dessus, les coordonnées du centre de la conique, et 
      
       et 
      
       étant les complexes conjugués de 
      
       et 
      
      .
    

     

    On trouve par identification :

    
      
       = 
      (
      b.e 
       2.
      c.d
      )
       
      /(4
      .a.c 
      
       b
      2
      ) 
    

    
      
       = 
      (
      b.d 
      2.
      a.e
      )
       /
      (4.
      a.c - b
      2
      )
       
    

    
      k
       = f  
      (
      a.
      
      2
       + b.
      
      .
       +
       c.
      
      2
      )
    

     

    
      et les paramètres complexes suivants :
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      Pour le démontrer, on pose :
    

    
      
       = 
      
      x
      .e
      i
      .
      
        et : 
      
       
      = 
      y
      .e
      i
      .
      
      , 
    

    
      d'où :
    

    
      
      x
       = √a ,
    

    
      
      y
       
      = √c
    

    
      b = (
      e
      .2.
      i
      .
      
        + 
      e
      
      
      i
      .
      
      ).√(a.c)
    

     

    
      On a donc :        
    

    
      cos 2.  = b / √
      (4
      .a.c
      )
      , 
    

    
      sin 2.  = 
      √
      [
      (4.
      a.c - b
      2
      )
       
      / (4.
      a.c
      )]
       
      ,
              
    

    
      d’où l'on déduit les valeurs de cos 
      
       et sin 
      
       :
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      Si on pose que :
    

    
      D := .(x  ) + .(y  ), 
    

    
      la conique s'écrit : 
    

    
      D.
      D
       + k = 0
    

     

    
      L’équation de la droite 
      D
       étant une expression complexe dotée d’une partie réelle et d’une partie imaginaire, séparons ces parties réelle et imaginaire. Posons :
       
    

    
      D = 
      1
       + i.
      2
    

     

    
      Les droites
       
      1
       
      et 2
       
      sont des droites réelles dont les expressions sont les suivantes :
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      L'équation de la conique s'écrit alors:
    

    
      
        
        
      
      
        	
          
            1
            2
             + 2
            2
             + k
             
            = 0
          

        
        	
           

        
      

      
        	
          
            Elle n'a de points réels que si 
            k < 0
            . 
          

           

        
        	
           

        
      

      
        	
          
            Posons 
            k = 2.K
            2
            .
          

          
            L'équation devient :
          

        
        	
           

        
      

      
        	
          
            (
            1
             K).(
            1
             + K) + (
            2
              K).(
            2
             + K) = 0
          

        
        	
           

        
      

    

    
      La génération de la conique est obtenue par intersection de deux droites appartenant à deux faisceaux linéaires de droites d'équations, par exemple :
    

    
      (
      2
        K)  .(
      1
        K) = 0 
    

    
      .(
      2
       + K) + (
      1
       + K) = 0
    

     

    
      Le paramètre 
      K
       a pour valeur :
    

    
      K
       = 
      √
      [(
      a.
      
      2
       
      + b.
      
       + c
      .
      2
       
      f
      ) / 2]
    

     

    
      En cherchant les intersections des droites des deux faisceaux linéaires ci-dessus avec l’équation de la conique, on obtient l’un des systèmes :
    

    
      1 = 0
    

    
      2
      2
       = 2.K
      2
    

    ou l'autre : 

    
      2 = 0
    

    
      1
      2
       = 2.K
      2
    

     

    
      Ce qui fait apparaître que 
      1
       et 
      2
       sont deux diamètres conjugués, car les droites
    

    
      1 =  K.√2
               
    

    
      et :
    

    
      1 = 
      +
       K.√2
              
    

    
      d'une part, et :
    

    
      2 =  K.√2
              
    

    
      et :
    

    
      2 = 
      +
       K.√2
              
    

    
      d'autre part, sont deux couples de droites parallèles, tangentes à l'ellipse en des points situés sur 
      2
       et 
      1
       respectivement. 
    

    
    
      Si a = c , les diamètres conjugués sont perpendiculaires. Ce sont alors les axes de l’ellipse.
    

    Figure 2

    
      .
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    Ellipse

     

     

    
      Puisque l’on a les relations :
    

    
      
      
       + 
      
      
       =  b,  
      
       
      = a, et 
       
      
       = c,
    

    
      si l’on coupe la conique par la droite d'équation : 
    

    
      p.
      (x  
      a
      )
       + q.
      (y
        b
      ) = 0
       ,
    

    
      on obtient, en respectant l'ordre des signes, les coordonnées des intersections de cette droite avec la conique :
    

    
      x =  +/
       q.
      √
      [
       
      k /
       
      (
      a. q
      2
       + c. p
      2
        b.p.q
      )]
    

    
      y =  /+
       q.
      √
      [ 
       
      k / (
      a.q
      2
       + c.p
      2
       b.p.q
      )]
    

     

    
      On trouvera en figure 2 la programmation et le tracé de l’ellipse et des droites 1 et 2.
    

     

    
      Cas du cercle :
       
    

     

    
      Les coefficient a et c sont égaux et le coefficient b est nul.
    

    
      a 
      =
       c  
    

    
      b 
      = 0
    

     

    
      Alors, en supposant a = c = 
      1
       :
    

    
      1
       = [x + y + (
      d
       + 
      e
      )/2].√2/2
    

    
      2
       = [x  y + (
      d
        
      e
      )/2].√2/2
    

    
      ou bien encore :
    

    
      1
       = [x + y –   ]/√2
    

    
      2
       = [x  y –  + ]/√2
    

     

    
      D’où l’équation de la « conique » :
    

    
      x
      2
       + y
      2
       + 
      d
      .x + 
      e
      .y +
       f
       = 0
    

     

    
      En adoptant le même paramètre
      
       que précédemment, la génération résulte de l’intersection de ces deux faisceaux de droites :
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      Les deux droites 
      D1() 
       et 
      D2
       () de ces deux faisceaux ci-dessus sont constamment perpendiculaires entre elles et passent par les extrémités 
      A
       et 
      B
       du diamètre horizontal du cercle.
    

     

    
      On a tracé ci-dessous le cercle et les deux droites 
      D1() 
       et 
      D2
       ().
    

    Figure 3
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    Cercle

     

     

    
      2.3. b
      2
       = 4.a.c
       
      : Parabole
    

     

    
      On suppose toujours, sans nuire à la généralité de ce qui suit, que les paramètres a et c sont positifs.
    

    
      [x
      .√a + 
      .y
      .√c
      ]
      2
       + d.
      x
       + e.
      y
       + f 
      = 0
              
    

    c'est-à-dire :

    
      D1
      2
       + D2 = 0
    

     

    
      La conique 
      
       se met sous la forme :
    

    
      (x
      .√a + 
      .y
      .√c + 
      w)
      2
       + d.
      x
       + e.
      y
       + f  
      2.w.(x
      .√a + 
      .y
      .√c
      )
       
       w
      2
       = 0
       
    

    c'est-à-dire :

    
      1
      2
       + 
      2
       = 0
    

     

    
      On choisit ici le paramètre 
      w
       de façon à ce que 1 et 2 soient orthogonales entre elles.
    

     

    On trouve que pour cela :

    
      (
      d  
      2.w
      .√a
      )
      .√a + .√c.
      (
      e  2..
      w
      .√c
      ) = 0
    

    
      w
       = 
      (
      d.√a + .e.√c
      )
       / 
      (2.(
      a + c
      ))
    

     

    
      En cherchant les intersections de 1 et de 2, on trouve le sommet
       S
       de la parabole dont les coordonnées 
      x 
      et 
      y 
      vérifient le système :
    

    
      x.√
      a + .
      y
      .√c 
      + w = 0
    

    
      (x.√
      a + .y.√c
      )
      2
       + d.
      x
       + e.
      y
       + f 
      = 0
    

    
      
        
        
        
      
      
        	
          c'est-à-dire :

          
            x.√
            a + .
            y
            .√c 
            + w = 0
          

          
            d.
            x
             + e.
            y
             + f +
             w
            2
             
            = 0
          

           

        
        	
           

        
      

      
        	
          
            D'où :
          

        
        	
           

        
      

      
        	
          
            x
             
            =
             
            [w
            .e  .√c.
            (w
            2
             + f
            )]/(
            .d.√c e.√a
            )
          

        
        	
           

        
      

      
        	
          
            y
             
            = [w.
            d  .√a.
            (w
            2
             + f
            )]/(
            e.√a .d.√c
            )
          

        
        	
           

        
      

    

     

    
      De plus, 1 est l'axe de la parabole et 2 sa tangente au sommet.
    

     

    La génération est obtenue par intersection de deux droites appartenant à deux faisceaux linéaires de droites d'équations :

    
      D1  = 0
    

    
      .D1 + D2 = 0
    

    
      ou par les deux faisceaux de droites : 
    

    
      1
        = 0
    

    
      .
      1
       + 
      2
       = 0
    

     

    
      Si 
      D2
       est la droite de l'infini, la conique se décompose en deux droites de même pente.
    

    Figure 4
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    Parabole

     

    
    
      2.4. Autres formes d’équations des coniques
      .
    

     

    
      2.4.1. Formes transversales.
    

     

    L’équation :

    
      D1.D2 + k.E1.E2 = 0,
    

    
      dans laquelle 
      D1, D2, E1, E2
       sont des expressions de droites du plan, est celle d’une conique. 
    

     

    
      Les quatre intersections des droites 
      E1
       et 
      E2
       avec 
      D1
       et 
      D2
       sont sur la conique et délimitent un quadrilatère inscrit. 
    

     

    
      Si 
      E1
       et 
      E2
       sont confondues, 
      D1
       et 
      D2
       sont tangentes à la conique en les points d'intersection communs de 
      E1
       et 
      E2
       avec la conique qui a pour équation :
    

    
      D1.D2 + k.E1
      2
       = 0
    

     

    
      De même pour la conique d’équation :
    

    
       + k.E1
      2
       = 0
    

    
      Si la conique 
      
       passe par ces points d’intersection, elle est une conique bitangente à cette conique en ces points.
    

     

    
      De même encore :
    

    a.D2.D3 + b.D3.D1 + c.D1.D2 = 0

    
      est l’équation d’une conique dans laquelle s'inscrit le triangle formé par les trois droites 
      D1, D2, D3
      .
    

     

    
      Enfin, pour mémoire :
    

    
      a. D1
      2
       + b. D2
      2
       + c. D3
      2
       = 0
    

    
      est l’équation d’une conique par rapport à laquelle les sommets du triangle formé par les trois droites sont deux à deux conjugués harmoniques. Ces coniques sont dites autopolaires.
    

     

    
      2.4.2. Equations polaires des coniques.
    

     

    
      Par ailleurs, l’équation polaire d’une conique passant par l’origine revêt une forme qui sera utile dans la suite de l’ouvrage.
    

     

    
      Puisque l’équation générale des coniques à centre est la suivante :
    

    D1.D2 – k = 0

    ce qui peut s’écrire :

    
      (D1 – w
      1
       + w
      1
      ).( D2 –w
      2
       + w
      2
      ) – k = 0
    

     

    
      une conique passant par l’origine ayant une équation dont le terme constant est nul, la valeur de 
      k 
      est
       
      déterminée :
    

    k = w1.w2

     

    L’équation générale d’une conique à centre passant par l’origine est donc :

    
      (D1 – w
      1
      ).( D2 – w
      2
      ) + w
      1
      .(D2 – w
      2
      ) + w
      2
      .(D1 – w
      1
      ) = 0
    

    ou encore :

    
      D1 – w
      1
       =  [w
      1
      .(D2 – w
      2
      ) + w
      2
      .(D1 – w
      1
      )] / (D2 – w
      2
      )
    

     

    
      En coordonnées polaires 
      (
      ,
      )
       cette équation devient :
    

    
       =  [(w
      2
      .u
      1
       
      + w
      1
      .u
      2
      )
      .cos 
       (w
      2
      v
      1
       + w
      1
      .v
      2
      ).
      sin
       )] / [u
      1
      .
      u
      2
      .cos
      2
       
        u
      2
      .v
      1
       + u
      1
      .v
      2
      ).
      sin
        
      .cos 
       + v
      1
      .v
      2
      .
      sin
      2
       ]
    

     

    
      En ce qui concerne le cercle, si les coordonnées du centre sont 
      a
       et 
      b
      , l’équation polaire de la conique devient :
    

    
       =  2.(a
      .cos 
       + b.
      sin
       )
    

     

    
      Rappelons que dans ce cas :
        u
      1
      .
      u
      2
       = 
      v
      1
      .v
      2
       
      ;
       u
      2
      .v
      1
       + u
      1
      .v
      2
       = 0.
    

     

    
      En ce qui concerne les paraboles :
    

    
      D1
      2
       + D2 = 0
    

    
      on peut effectuer la même transformation :
    

    
      (D1 – w
      1
      )
      2
       + 2.w
      1
      .(D1 – w
      1
      ) + (D2 – w
      2
      ) + w
      1
      2
       + w
      2
       = 0
    

     

    
      L’équation générale des paraboles passant par l’origine des axes est donc telle que  
      w
      1
      2
       + w
      2
       = 0 
      et est :
    

    
      (D1 – w
      1
      )
      2
       + 2.w
      1
      .(D1 – w
      1
      ) + (D2 – w
      2
      ) = 0
    

     

    
      Cette équation peut encore être écrite :
    

    
      D1  w
      1
       =  [2.w
      1
      .(D1 – w
      1
      ) + (D2 – w
      2
      )] / (D1 – w
      1
      )
    

     

    
      En coordonnées polaires, on obtient une équation quasiment identique à celle précédemment obtenue :
    

    
       =  [(2.w
      1
      .u
      1
       
      + u
      2
      )
      .cos 
       (2.w
      1
      v
      1
       + v
      2
      ).
      sin
       )] / [u
      1
      .
      u
      2
      .cos
      2
       
        u
      2
      .v
      1
       + u
      1
      .v
      2
      ).
      sin
        
      .cos 
       + v
      1
      .v
      2
      .
      sin
      2
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    3. Binômes cubiques

     

     

     

    
      A l’instar de ce qui a été vu précédemment, l’équation d’une cubique peut, sauf pour les cubiques comportant des branches paraboliques, se mettre sous la forme d’une somme de deux monômes l’un de trois droites 
      Di
       et l’autre de trois droites 
      Ei
      , les droites 
      Di
       étant distinctes des droites 
      Ei
      , et formant ainsi ce que nous appelons un « binôme cubique » du troisième degré :
    

    
      D1.D2.D3 + k.E1.E2.E3 = 0        
      (6)
    

     

    
      Cette expression de l’équation d’une cubique est exploitée, notamment, par G. Salmon (voir [3], § 148).
    

     

    
      Le binôme (6) est l’équation d’une cubique pour laquelle tout point commun à une droite 
      Di 
      et à une droite 
      Ej
       est point de la courbe. Ces points d’intersection sont donc au nombre de neuf. Par ces neuf points il ne passe qu’une cubique.
    

     

    
      Le paramètre
       k
       est un coefficient de normalisation utile seulement si les coefficients de 
      x
       et 
      y
       des équations des droites sont les coefficients directeurs de ces droites. Son introduction n’est donc pas obligatoire.
    

     

    
      En introduisant le paramètre 
      k
       et les coefficients directeurs des droites, la cubique apparaît comme l’ensemble des points dont le rapport du produit des distances à trois droites données 
      D1
      , 
      D2
      , 
      D3
       au produit des distances à trois autres droites données 
      E1
      , 
      E2
      , 
      E3
       est constant. Si les droites 
      Di
       et 
      Ej
       sont exprimées au moyen de leurs coefficients directeurs, ce rapport est 
      – k.
    

     

    
      Ces formes d’équations ne sont généralement pas canoniques car réductibles à l’une des formes canoniques des formules (3), (4), ou (5).
    

     

    
      Néanmoins, différentes formes de binômes cubiques d’une même courbe du troisième ordre peuvent mettre en lumière des caractéristiques géométriques particulières.
    

     

    
      Nous allons répertorier la plupart d’entre elles, puis comparer le répertoire obtenu à la classification que Newton en a faite.
    

    3.1. Binôme de six droites à distance finie

    3.1.1. Les six droites sont distinctes

    Le binôme cubique est :

    
      D1.D2.D3 + k.E1.E2.E3 = 0
    

     

    
      Chaque droite 
      Di
       coupant les droites 
      Ej
       en trois points de la cubique, la connaissance des six droites donne en tout les neuf points définissant la cubique. 
    

     

    
      Le théorème (1) s’applique aux deux triangles formés par les trois droites
       Di
       et les trois droites
       Ej
      . Par exemple, les neuf points de la courbe sur la figure 5 ci-dessous sont alignés trois à trois. 
    

     

    
      L’équation de cette courbe est :
    

    
      (x + 3.y + 3).(x – y + 4).(x + y – 4) + 3.(4.x – y – 8).(3.x + 2.y).(x/4 – y + 5) = 0
    

    Figure 5

    

      
        [image: ]
      
    

    
      D1.D2.D3 + k.E1.E2.E3 = 0
    

     

    
      Pour une cubique donnée, il existe une infinité d’équations écrites sous forme de binôme cubique.
    

     

    Le listing permettant le tracé de cette courbe et de la plupart de celles qui suivent dans cette première partie est donné en annexe 1.

     

    Les courbes suivantes permettent de faire un petit tour d’horizon concernant les cubiques elliptiques. L’équation de base pour l’exemple qui suit est :

    
      (3.x + y/2 + 3).(3.x + y/2 + d).(3.x + y/2 + 6) – 2.( x – y).(2.x – 2.y – 1).(x – y – 2) = 0
    

    Figure 6a

    

      
        [image: ]
      
    

    
      A gauche,
       d = 5 ; 
      à droite,
       d = 6
    

    Figure 6b

    

      
        [image: ]
      
    

    
      A gauche,
       d = 5,5045 ; 
      à droite,
       d = 5,45
    

    
    
      Entre les valeurs 
      5
       et 
      6
       que prend 
      d
      , il s’en passe, des choses !
    

    3.1.2. Un monôme contient...
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courbe, et les distances ak ou bk conservant des grandeurs
finies et déterminées, I'équation ci-dessus deviendra

(bp) (bl b+ bl . bF" bl .bkc”)
= (bk) (bp.bp'+ bp.bp" + bp’ .bp").

Dans cette équation (bp) estle produil de tous les segments bp,
bp',... formés par la courbe, (bk ) celui de tous les segments
bk, bi’,..., formés par les tangentes, et bk . bk’ + bl . b +-...,
bp.bp'4-... estla somme des produits deux & deux de ces
mémes segments. En divisant cente équation par (bp) et par
(bk), elle deviendra

1 1 1 1 1 1 =
P A Rt v R Al

on obtient ainsi le théoréme de Maclaurin (*), soumis 4 la loior
dinaire dessignes de position pour les divers segments. On voit
donc que, quand la sécante br vient i varier autour du point b,
la somme des réciproques des segments bk, b/’. . . formés par
les tangentes sur la transversale fixe bpp'. .., reste consunte
quel que soit le degré de la courbe géométrique considérée,
La maniére dont nous ayons démontré ce théoréme a ceh
de remarquable qu’elle n'oblige pas & recourir aux notions du
calcul différentiel, comme T'a falt Maclaurin, et c'est I un des
avantages que procure Pemploi de l'analyse des transversales.

(*) 4 Treatise of Algebra, by Colin Maclaurin, Appendiz : De linca-
Fum geometricarum proprictatibus generalibus Tractatus; 1748, Tai déj
dit dans une précédente note, que je devais 4 I'amitié de mon ancien pro-
fesseur M. Francais, de Metz, la connaissance de ce précieux ouvrage,
qu'il voulut bien me prétor au printemps do 1816; j'ajoute que jo m'em-
pressai d'ea faire, pour mon usage particulier, une (ranslation exacte du
latin en frangais, sans commentaires, interprétations ni mulilations quel-
conques, commo il convient quand il s'agif d'une production on elle-méme
aussi correcte el remarquable d'un grand géométre : colle traduction
littéralo est demourée, jusqu'd ce jour, entre mes mains, daps un état
qui en permettrait la publication immédiate, si le golt des séricuses
éludes géométriques venait 4 se propager davantage.
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Soient tracées les droftes ryq, r'q’, rq”, jusqu'd leurs ren-
contres respectives en &, k', k", avee le ¢d1é ab opposé au
sommet ¢, point de concours des droites gg'q” et rr'r”; en
considérant successivement chacune des premiéres droites
comme transversale & Pégard du triangle abe, on aura

transversale 1 g, bk .aq . or = ak .cq.br,
» g b .ag'.er'=al’.cq'.br,
» " bi*.aa” .cr"=ak".cq" .br".

Multipliant ces équations par ordre et le produit par la pre-
miére, on obtiendra la relation plus simple,

(bk)(ap) == (ak)(bp),
ce qui constitue une proposition analogue a celle que nous
Fig. 77.

avons trouvée pour le cas du quadrilatére inscrit a une conique
el couré per une transversale quelconque (*)-

(*) Ceei g rattache & ce que, dans mes publications postérieures & 1822,
j'ai nommé, par extension, involutionde m points, et dont, comme on voit,
j'étais en possession dés 1816.
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DES COURBES GROMETRIQUES DEFINIES, A LA MANIERE DE WACLAURIN,
PAR DES EQUATIONS ENTRE DEUX SOMMES DE RECIPROQUES DE
SEGUENTS INTERCEPTAS SUR UNE TRANSYERSALE ARBITRAIHE.

Transformation algébrique de 'équation fondamentale, &
deuz termes, entre produits de segments,

En considérant (fig. 77) une courbe géométrique de degré
quelconque m, comme transversale d'un triangle abe, nous
savons, d'aprés le théoreme fondamental de Carnot, que

(ap) (br) (cq) = (bp) (cr) (ag).

{*) M. Mannheim, dont les recherches originales, relalives aux rayons
do courbure en des points divers des lignes géométriques, sont aujourd'hui
bien appréciées, et quia eu I'obligeance de relire les manuscrits de ce
volume avant leur impression, m'a remis sur ce méme sujet, une Note
qu'on trouvera & la fin du présent Cahier, et dont I'élégante simplicilé
m'a paru mériter assez I'attention des lecleurs de cet ouvrage, pour y
trouver place au risquo de lui faire perdro beavcoup par la comparaison,
st lon venait & oublier Ya différence des dutes ot le développement ré-
cenl des idées gbomélriques.
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Mais on a ici, en posant ab = d,

ak = bk 4 ab = bk +d,

ak = b - ab = bk +d,

ap = bp +ab = bp +d,
ap'= bp'+ab = by + d.

Substituant dens 1'équation ci-dessus, il viendra
(bp) (Bh-4- ) (B ) (8" ) = (B8) (bpp4-dl) (bp'+ ) (bp"+ ).
Celto équation a liou et conserve la méms forme analytique, quel que
soit le degré de la courbe ; en V'ordosnent par rapport a d, observant

que le terme qui en est indépendant disparalt de lui-méme, ainsi que
celui qui renferme &*, divisant ensuite par d, il viendra

&'[(bp) — (64) ]+ [(8p) (bk +bk'4- 6" — (bk) (bp +bp'+-bp")}
+(bp) (k. bR’ B .OK*+ Bk . 6k*) — (64 ) (bp.bp'+ bp.bp* +bp' bp*) = 0.

Colte équation doit avoir licu quelle que soit la grandeur de o ou
deab, De plus, on doit remarquer que si I'un queloongue des points &,
¥, elc., & par oxemple, s trouvait situé d’un cdté différont du point b6,
arigine des segments par rapport aux autres intersections de la transver-
sale, lo signe de bk devrait nécessairement changer, en sorte qu'on ay-
rait

ak=d—bk...

Théoreme de Maclaurin. —Que d = ab soit nul, ou, si I'on

veut, supposons que la droite berr’... tourne autour du point e,

Fig. 78.

jusqua ce qu'elle se confonde avec ac, comme le montre la
Jig. 78, les droites rg, r'¢,. . ., deviendront des tangentes & ls
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